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本 书 是 根据 高 等 学 校 理科 数学 .力学 教材 编审 委员 会 于 1980 
年 5 月 审定 的 高 等 师范 院 校 数学 专业 < 实 变 函数 与 泛 丁 分析 教学 大 
纲 > 和 原 狼 育 部 于 1984 年 4 月 颁发 的 中 学 救 师 进修 高 等 师范 本 科 
< 实 变 医 数论 与 泛 函 分 析 教 学 大 岗 > 编写 的 ， 书 的 初稿 是 1982 年 
写成 的 ， 当 时 上 述 第 二 个 大 网 还 未 颁布 ， 所 以 编写 初稿 时 主要 
的 依据 是 上 述 第 一 个 大 网 ， 后 来 在 修 改过 程 中 注意 且 兼 大 了 上 
过 第 二 个 大 网 的 内 容 ， 初 稿 写成 后 作为 甘肃 教育 学 院 数学 系 < 实 
次 务 数 > 和 & 泛 沙 分 析 》 两 门 课程 的 教 衬 并 已 使 用 了 十 届 , 儿 年 来 在 
教学 岂 践 的 基础 上 ， 又 进行 了 多 次 修改 ， 这 次 出版 前 又 根据 1990- 
年 1 月 在 南京 大 学 召开 的 “ 实 变 示 数 认 " 与 “ 泛 函 分 析 ” 栽 材 编写 
大 岗 讨论 会 的 精神 以 及 有 关 专 家 、 学 者 对 书稿 审阅 时 所 提 册 的 意 
见 ， 再 次 作 了 修改 .为 了 使 本 书 的 适用 范围 能 够 稍 广 一 些 , 在 六 学 - 
中 有 可 供 选 择 的 余地 ,我 们 适当 增加 了 一 些 内 容 ， 用 星 号 <“*” 标 
出 ,以 供 教师 教学 时 选用 或 学 生 课外 阅读 . 这 些 带 星 号 *“*x? 的 内 容 ; 
在 书 中 基本 上 是 独立 的 ,在 教学 中 即便 不 讲 , 也 不 影响 攻 材 内 容 的 
街 接 和 系统 性 ， 

全 韦 共 万 章 分 上 .下 两 册 出 版 ， 上 册 是 奖 变 函数 部 分 ,内 容 包 
括 全 合 与 映射 ,点 集 , 测 度 论 , 可 测 函 数 ,积分 论 共 五 章 ; 下 册 是 泛 . 
函 分 析 部 分 ,内 容 包 的 度量 瞧 间 ,线性 算 子 与 线性 泛 函 、 内 积 空 间 
和 Hilbert 空间 、 线 性 算 子 的 谱 共 四 章 ， 全 书 内 容 的 安排 注意 了 
前 后 照应 , 自 成 体系 . z 

考虑 到 实 变 函 数 与 送 画 分 析 这 两 门 课 的 内 容 比 较 抽象 ， 初 学 
者 往往 有 一 定 的 困难 .为 了 减少 教材 的 坡度 ,便于 教 与 学 ,特别 是 
便于 自学 ,我 们 在 内 容 的 安排 上 注意 贯彻 由 浅 入 深 , 攻 序 浙 进 的 原 
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负 , 对 基本 福 念 和 定理 都 作 了 详细 的 叙述 和 严格 的 论证 ,在 一 些 证 
明 有 难度 的 定理 之 前 , 编写 了 若干 个 引 理 或 过 渡 注 的 定理 ,以 使 淮 
绕 尽 可 能 地 分 规 ， 为 了 加 深 学 生 对 概念 的 理解 和 掌握 ， 书 中 列举 
了 大 量 的 正 、 上 反 酒 个 方面 的 例题 ， 每 节 后 还 附 有 一 定数 量 的 可 供 
选择 的 习 蚌 , 其 中 有 一 部 分 习题 是 正文 内 容 的 补充 ,也 有 少数 习题 
具有 一 定 的 难度 ,初学 涛 可 以 不 做 ， 

根据 我 们 的 实践 , 授 完 上 、 下 册 各 项 72 学 时 ， 共 项 144 学 时 。 
如 果 泛 画 分 析 的 课时 较 少 ,可 只 讲授 下 列 章 节 中 不 带 星 号 **” 的 
部 分 : 第 六 章 的 1 至 8 节 , 第 七 章 的 1 至 4 节 ， 第 八 章 的 1、2 两 
节 。 这些 章 节 仍 自 成 一 个 体系， 车 尚 有 时 间 , 还 可 讲授 笋 七 章 5、 
两 节 的 部 分 或 全 部 内 容 . 

在 本 书 的 编写 过 程 中 ， 始 终 得 到 兰州 大 学 陈 文 同 邢 所 和 西北 
项 范 大 学 丁 传 松 载 提 的 热情 关怀 和 指导 ， 西 北 师范 大 学 徐 合 洲 坑 
授 和 兰州 大 学 范 先 令 副 装 授 , 钟 承 杜 博士 都 详细 审阅 了 书稿, 并 提 
油 了 许多 宝贵 的 修改 意见 ,这 些 意 见 作 者 都 果 纳 了 ,从 而 使 林 书 增 
色 不 少 ， 在 出 版 过 程 中 ， 承 蒙 北京 新 范 大 学 钱 假 玲 和 华 生 仔细 审查 
了 书稿 ,并 提出 许多 详尽 的 修改 意见 ,对 本 书 的 最 后 定稿 起 了 很 重 
秘 的 作用 .在 此 我 对 上 述 各 位 先生 和 学 省 表示 诚挚 的 感谢 ， 我 还 
要 感谢 我 们 学 校 , 系 的 领导 以 及 用 此 书 猪 试 教 过 的 同志 ,他 们 对 本 
书 的 编写 给 予 了 许多 方便 和 支 排 . 

甘肃 省 教育 委员 会 、 匡 肃 省 高 等 学 校 数 材 建设 指导 委员 会 和 
高 等 教育 出 版 社 ,对 此 书 的 出 版 给 予 了 极 大 的 关怀 和 支持 , 症 此 作 
:者 表示 深切 的 谢意 . 
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第 一 党 ”集合 与 映射 


我 们 知 握 ,数学 分 析 研 究 的 对 象 基 本 上 是 迷 续 函数 ,由 于 它 过 - 
多 地 依 糙 男 数 的 连续 性 ， 而 使 得 其 理论 应 用 超 求 不 够 灵 便 ， 在 
RRiemann 积分 理论 中 ,这 个 问题 表 遇 得 很 严重 .对 于 一 个 蚊 数 项 
级 束 , 有 要 逐 项 积分 , 陈 了 要 求 每 一 项 都 连续 外 ， 一 般 还 要 求 一 和 致 疏 
效 性 ,否则 ,一 ' 列 可 稳 函 数 的 极限 可 能 破 本 是 不 可 积 的 ， 当 然 更 谈 ， 
不 于 逐 项 积分 。 可 是 在 实际 问题 中 ,这 个 一 致 收 全 的 要 求 , 当 常 或 
者 记得 不 到 满足 ,或 者 是 招 玫 繁复 的 论证 ， 带 来 许多 麻 堪 . 功 外 ， 
记 重 各 分 化 成 加 次 程 分 ,或 者 交换 两 个 无 穷 积分 的 次 序 , 也 发 生 类 : 
但 的 情况， 所 以 ,为 了 摆脱 苛刻 的 限制 ,扩大 研究 的 范围 ， 力 求 更 
灵活 的 送 算 ,以 必 须 改进 Riemann 积分 . 

实 变 函 数论 的 中 心 内 容 是 Lebesgue 积分 ， 它 正 是 为 了 克服 
Riemann 积分 的 上 述 缺 陷 而 提出 来 的 ， 它 不 仅 适 用 于 过 续 只 数 ， 
而 是 适用 于 比 连 续 落 数 类 更 广泛 的 可 测 贰 数 类 ， 可 再 阔 数 的 定妆 . 
域 足 站 维 Euclid 空间 中 的 可 测 点 集 , 不 必 是 区 间或 区 域 ， 积 分 的 : 
定 文 和 返 算 依赖 于 对 Euclid 空间 中 的 点 集 所 建立 的 出 认为 了 
把 有 美 Lebesgue 积分 的 各 个 环节 逐个 弄 清 楚 ， 进 而 向 担 积 分 的 
宪 整 概念 ,我 们 将 按照 集合 ,点 集 . 测 度 论 .可 测 页 数 ， 积 分 论 的 次 
序 求 二 论 ,本章 先 介 绍 一 些 有 交集 合 论 的 基本 知识 . 


$1.1 集合 及 其 运算 
1.1.1 集合 的 概念 及 其 表示 
集合 也 称 作 集 , 它 足 数学 中 的 一 个 基本 概念 ,机 把 这 个 邮 合 苏 : 
以 亦 烙 的 规定 疾 丰 是 一 件 容 易 的 事情 ， 正 象 几 何 学 由 的 "点 "如 . 
" 1 


线 "、“ 平 面 "一 样 ，“ 和 集合 "这 个 概念 必须 用 若 十 公理 组 成 的 公理 系 
统 来 规定 ， 我 们 不 准备 在 这 里 纠 强 "集合 ”这 个 概念 的 严格 现 定 ， 
而 是 把 集合 看 成 是 在 一 定 场合 所 要 演 察 和 研究 的 某 些 对 象 刚 全 
体 . 构成 集合 的 每 一 个 对 象 称 为 这 个 集合 的 元 素 或 元 ， 例 如 ， 一 
个 圆周 上 的 点 的 全 体 构成 一 集合 ,这 些 点 是 此 集合 的 元 ， 以 实数 
为 系数 的 多 项 式 全 体 成 一 集合 ， 这 些 多 项 式 是 此 集合 的 元 ， 以 集 
合作 为 成 员 ( 元 素 ) 的 集合 ,也 常 称 为 焦 族 或 集 类 ， 例 如 ,以 闭 区 间 
[0, 1 上 的 点 为 中 心 ,以 可 为 半径 的 开 区 说 全 体 成 一 集 族 ， 这 些 开 
区 闻 是 此 和 集 族 的 元 ， 

以 后 常用 大 写字 母 4, ,0 , 耳 , 了 ,2 ,… 下 示 集 合 ， 用 小 写 
字母 a ,Dc ,za zx， 表示 集合 中 的 元 索 . 

如 果 a 是 集合 4 的 元 素 , 就 说 4 属于 4, 记 作 cE4; 或 者 说 4 
含有 a , 记 作 430. 

如 果 & 不 是 集 4 的 元 素 ， 就 说 4 不 属于 和 ， 记 作 4E( 束 咱 
4); 或 者 说 4 不 含有 a, 记 作 43a( 或 48a). 

有 些 集 合 可 用 列举 共 元 素 的 办 法 来 具体 表示 。， 若 : 

只 含有 一 个 元 当 4 的 集合 称 为 革 元 素 集 或 狸 点 集 ， 可 均 示 为 
{9}. 

由 有 限 个 元 41，as，*…，as 所 组 成 的 集合 ， 可 表示 为 {9， 
2 nn), 

由 全 体 自 然 数 所 组 成 的 集合 称 为 自然 数 集 ， 可 表示 为 {1， 
Bs 

当 集 4 是 具有 有 革 性 质 2 的 元 素 之 全 体 时 ， 我 们 往往 用 下 面 的 
形式 表示 4 : 

4 二 {rlzx 具有 性 质 人 
例如 方程 z? 一 1=0 的 解 + 的 全 体 组 成 的 数 集 是 


“让 了 生 


| 一 1 一 0) ,实际 上 束 是 寞 ,一 十 ， 
有 诗 我 们 也 把 集 世 | xxE 吾 ，z 具有 手 质 四 疏 写 成 于 x 呈 有 性 
和 
例如 ， 设 天 2 是 定义 在 集合 吾 上 的 一 个 实 函 数 ，4 是 一 个 实 
数 , 我 们 把 集 {z14EB， 了 (7) 守 有 可 写成 中 zy 或 [fqj. 
不 含 任何 元 素 的 集合 称 为 宽 集 ， 记 作 凶 ， 空 党 或 只 含有 有 限 
个 元 来 的 集合 称 为 有 限 集 .不 是 有 限 集 的 集合 称 为 无 限 集 . 
下 三 我 们 讨论 从 合 的 关系 : 
设 4, 吾 是 两 个 集 , 帮 4 和 瑟 的 元 素 完 全 根 同 ， 就 称 4 和 五 相 
等 , 记 作 4=8B( 或 B=4)， 例 如 ， 
{zt|z: 1=0}= 1{1,—1}. 
车 集合 4 的 元 素 都 是 集合 BB 的 元 素 , 就 称 4 是 吾 的 了 集 , 记 作 
4CB( 或 8 二 4)， 读 作 4 包 含 于 B (或 了 B 包 含 4). 
若 4CB, 而 中 确 有 元 素 5 不 属 干 4, 就 称 4 是 的 真子 集 . 
俩 如 ， 整 数 集 是 有 理 数 集 的 真子 集 ， 我 们 移 定 空 集 是 任何 集 的 
了 千 集 ， 
为 了 今后 叙述 问题 方 恒 起 见 ,我 们 先 介 绍 郊 个 常用 的 记号. 
< ”表示 当 且 仅 当 ， 替 价 或 充分 必要 条 件 . 
“>” 表示 必要 性 . 
<=” 表示 充分 人 性 ， 
字 ”表示 荡 含 ,如 4>B 表示 才 44 成 并 , 则 8B 一定 成 立 , 
YY 表示 对 任意 的 ,对 每 一 个 . 
Y 和 3 分 别称 为 全称 量词 和 存在 量词 。 存 在 量词 不 能 省略， 
钼 全 称 量 词 往 往 省 栈 ， 
出 集 的 “相等 "与 “包含 ”的 定义 可 六 得 如 下 两 个 定理 ; 
定理 1.1.1 设 4, BB 是 两 个 集合 , 则 1 王 2 二 BB 旦 了 一 4 
各。 市 和 


je 网 i 
rp 


定理 1,1.2 对 任意 集合 4, 吾 ,C , 均 有 
1) ACA; 
2) 车 4B, BCC, 则 ACO 


1.1.2 和 集合 的 运算 
设 4, BB 是 两 个 集合 。 集 合 
{TX|x 三 有 4 或 I 全 如 
称 为 4 与 5 的 并 集 或 并 , 记 作 4UB， 集合 
{x|zEA H xrEB} 
称 为 4 与 至 的 交集 或 交 , 记 作 4n 吾 特别 地 , 若 4mB8= 字 ， 称 二 
与 到 不 相交 ;反之 , 即 若 4 站 号 关 扎 ， 则 称 4 与 召 相 实 。 集 合 
这 | 和 4 但 YEE 让 
称 为 集 44 减 集 忆 的 差 集 或 差 ， 记 作 4 一 B{ 或 AB)， 当 BC4 时、 
称 益 集 4 一 吾 为 巨 关于 4 的 会 集 , 记 作 名 4B( 图 二 1)， 


ES 
CBE BE 


(a) AUB Cb) ANB (ec) A—B Cd) Wi 
图 1.1.1 

当 我 们 研究 一 个 问题 时 ， 如 果 所 讨论 的 集合 都 是 基 个 国定 集 . 
凡 的 子 集 时 ,就 称 4 为 基本 集 或 全 集 , 并 把 4 的 子 集 避 关于 4 的 余 
集 安 .8 简称 为 号 的 余 集 , 记 为 尼 或 治 妊 

并 集 与 交集 的 概念 可 以 推广 到 任意 个 集 的 情形 ， 设 六 为 一 非 : 
笠 集 合 , 并 且 对 每 一 个 哈 忆 ,指定 了 一 个 集合 44, 此 时 我 们 称 {4,| 
oe 是 以 1 为 指标 集 的 集 族 ， 集 族 {4.1qE 门 的 并 与 交 分 别 定 交 
为 : 

{J 4.= {213gs 人 ,使 zE 46}. 


站 所 了 


和 


rmir arr 


站 4.={zIYas 矿 ,有 zE44}， 
好 也 


特别 地 , 当 厂 = {1,2,……, 坟 为 有 限 集 时 ， 
U4.= 山 4.={z[ 有 某 个 自然 数 a<ny 使 xc4.， 


间 4.= 几 4.= {| 对 每 个 自然 数 a<n, 有 2E4.); 


当 了 三 们 ,3, 司 sy 上 } 汶 自然数 集 有 时, 称 {4s 1 二 1,2,…} 为 集 列 ， 
: 薪 记 为 {4,}。 此 时 ， 


U4.= UU 4 = {zl 有 某 个 自然 数 a ,使 < dy， 


=1 


/14.= 门 4 一 好 | 对 一 切 自 然 数 4 ,有 xEA,}. 


例 1 设 天 =[0, 匡 为 指标 集 ，YaE[0， 匡 , 令 4 二 (a 一 玄 ， 
at 二) 则 | 
1 1 1 3 
WC) 
1 1 
5 一 + 十 二 一 好 
Nn dl, Ge 2 - 5) 
并 , 交 运算 具 有 以 下 性 质 : 


定理 1.1.3 对 任何 集合 4, 了 ,0C , 重 有 

1) A4UA=4,A4N4=4 (并 , 交 的 玫 等 性 ); 

2) 4U2 一 4 ( 空 集 是 加 法 的 零 元 ); 

3) 4UB=BUA4,ANMB -8 站 4 【并 , 交 的 交换 律 ) 
4) 4U0BUCD=CdUB)UC (并 的 结合 律 ); 


4n(Bnc)=(4naB) mc ( 交 的 结合 律 ); 
5) 4 (BUO)=(4NB)U (470) ( 交 对 并 的 分 配 律 ); 
AU(BNC)=(4U BB)N (4UC) (并 对 交 的 分 配 律 )、 
以 上 性 质 都 可 以 从 并 与 交 的 定义 及 定理 1. 1. 1 推导 出 来 , 其 : 
中 有 些 性 质 还 可 以 推广 到 任意 个 集 的 一 般 情形 ,如 : 
推论 1.1.4 对 任意 集 4 和 集 族 {B。| a 站} ,有 
D ANn(UB.)=U(4na.) 


2) AU ( N22. )= 门 (4 UB, } 


现在 证 明 2) 式 ,1) 的 证 明 留 为 习题 记 4U( 门 B。) 为 召 ， 
卉 饭 丰 
门 (4UB。) 为 ,这 样 ,只 要 证 明 忆 = 靶 可 . 
垣 后 六 
YzEB, 则 gEA4 或 xE[|B。;, 从 而 , Yas 夏 ， 有 ze4UB。， 即 : 
至 它 厂 


rEF, BL ECF. 
反 过 来 ,yzEB， 则 YasP， 有 zcE4UB。， 因 此 ，xzE4 或 2 
人 ] 5。, 即 zxEE, 这 义 说 明了 FCB. 据 定理 1. 1. 1, 就 得 了 二 Ff， 证 毕 ， 


定理 1.1.5 对 于 任意 集 族 {4o|asT ]， 人 -|ocT 及 集 Cr 
有 
D 站 4ca4dC (jd, vaer; 


籽 曰 上 三 忆 本 


2) 若 Ya< ,有 nd 则 | 4.CC; 


二 记 厂 


3) 车 YasET, 有 4: 二 C0, 则 [站 4s: 洁 0; 


4) UG .UU Bs) = (U4: )u (Us. } 


‘eg: 


5 门 (4。 N82)=(N) 4. )n( fs +) 


述 结果 显然 ,证 明 从 略 - 

7 法 "有 求全 运算 只 有 忆 下 址 质 

定理 1.1.6 设 蕊 为 全 集 ，4， 瑟 及 4ufac7) 均 为 芋 的 子 
荣 , 则 有 

1 = = 

2) AUA*=ZA,ANMNA:= 2 ; 

3) (4")'=d; 

4) ACBoA OB’; 

5) A—B=ANMNB:; 

6) CAUB)=ANB, (ANB)= A UB’. 


更 一 般 地 ， 有 
(U4 ) “A 和 aE (1. 1. 1) 
0024) Us G1.2) 


6) 常 称 为 笛 靡 报 (De Morgan) 法 则 ， 它 提供 一 种 对 侦 方 
凌 ， 能 将 已 证 明 的 关于 集 的 要 种 性 质 转移 到 它们 的 余 集 上 上 去， 此 
靶 则 也 称 为 对 个 原理 . 

证 明 ”我 们 只 证 式 (1 1 DD 及 (1. 4, 2)， 

设 zc( La ) 则 rEX, HE U4, 所以， Yaen, wzEA:, 


举 护 矿 


都 xE 人 432， 这 说 明 


生 避 呈 


YU 4) wn 


Nn dic( U4. ): 
控 定 理 1. 1. T, 就 得 到 式 (1. 1, 1). 
对 (1. 1. DD 式 两 端 取 余 集 ,得 UU 4.=( 站 4:). 再 把 4。 换 


成 4, 即 得 (1. 1. 2) 式 .证 毕 . 

定理 1.1.7 和 尘 任 总 集 合 444,B,0, 有 

]) ACPBOA— BS: 

2) 4N (B80)= (4 站 m5) 一 (4 由 C) (减法 "分 配 律 ); 

3) (4—B)—C0=A— (BUO; 

4) AUB= (AAB) U (ANMB). 

其 中 ,4AB=(4 一 B)U (8 一 4) 称 为 集 4 和 集 电 的 对 称 差 . 

证 明 以 3) 为 例 ,， 设 4, 3，C 都 是 全 集 工 的 子 集 , 据 定理 
1.1.6 的 5)， 

(4—B)—0=C4NB) NC = AN BNO) 
-AN (BUO"=4 一 (BU0)， 证 毕 . 


1.1.3 集 列 极限 

对 任意 集 列 {4 ,其 上 限 集 和 下 限 集 分 别 定 多 为 ; 

limA, =limsupA, = {2|z 属于 无 限 多 个 集 4,}， 

lim 4, 一 liminf4; 二 {x|3 自然 数 mo= nolw ;使 了 Ed kx， 并 一 
0, 1， 2， 小 
即 lm 4, 为 属于 集 列 (4,} 中 无 限 多 个 集 的 那 种 元 素 全 体 所 组 成 的 
集 ; 
lim4, 为 属于 集 列 {4 中 从 某 个 指标 zoCx) (no 不 是 固定 的 ， 与 元 


本 中 


素 # 右 关 ) 以 后 的 一 切 党 4 的 那 种 元 素 2 全 体 所 组 成 的 集 , 显 
名 ,limA,C Ilim4,. 

当 limA,= lim 4,= 芷 时 ,就 说 集 列 {4j 收 证 于 甩 ， 把 万 纠 做 
{4d 直 的 极限 集 , 记 作 A= lim A,.. 

从 上 限 集 与 下 限 集 的 定义 可 得 出 以 下 两 个 表达 式 : 


lim sunpA,= 站 U A (1. 1. 3) 

于 Ne1 m=n 

liminf 4,= U Nn Am. (1. 1. 4) 
如 = 二】 mm 二 人 f 


现在 证 明 {1. 1. 和 式 . 度 
P= limintd,, 好 一 U 0 4 


首 光 ; 由 下 限 集 的 定义 可 以 看 苹 ，P 二 作 全 8 二 弛 ， 因 此 内需 
讨论 、 © 非 衬 的 情 肖 形 . vzxEP, 则 | 卫 自 然 数 fo 二 fo) 傣 YE dorss 
天 一 中] ,2 上 

xzE 门 45, 所 以 zE1 上 门 4n=@. 


= 及 王 ] 师 宇 特 


这 这 有 册 扩 灾民. 


反之 ,YxzE@, 则 3 某 个 自然 数 mm， 使 xE [| 4 所 以 ,XEAdr0ris 


有 一 0 ,1 ,2 …， xEP， 这 又 说 明 CP。 据 定理 1. 1. 1, 王 一 避 ， 改 
《1 1. 少 式 成 立 ， 

(1. 1. 33 式 的 证 明 留 为 吉 题 . 

由 定理 1.1.6 的 5 和 对 人 怪 原 理 可 立即 得 到 如 下 结果 : 

定理 1.1.8 对 企 音 集 列 - 4 及 集合 8 ,有 

1) S—lim4.= lim(s— A,); 


2) 83--Tm4,, 一 limrs 一 4)， 

若 案 列 {4} 满 是 CA A OA R= 1 2,*, 则 称 {4。} 
是 单调 增加 (单调 减少 ) 集 列 或 浙 张 ( 渐 缩 ) 集 列 ， 单 调 增 加 与 单调 
减少 集 列 统称 为 音调 集 列 . 

定理 1. 1. 9 ”单调 集 列 是 收 雍 的 ， 并 且 若 {4。} 是 单 证 增加 的 ， 
则 lim4,= [|] 4,; 著 {4 是 音调 减少 的 , 则 lim4,= {| A 

om n=1 Ld n= 

证 明 留 为 习题. 

网 3 设 和 =|0,1+ 计 ,风门 44=[0,17 


证 明 因为 41: 沪 A 洛 A DD Pi， {4A} 是 单调 
减少 集 列 ， 玖 


(1 4.=lim4,=lim4,=[0,1]. 
= HH 下 


1.1.4 集 的 特征 函数 


设 革 是 一 个 图 定 的 非 空 集 , 4 是 蔬 的 一 个 子 集 , 作 下 上 的 软 数 
] FA4, 

xxz)= 斩 ex z 
称 Xs(z) 为 集 4 的 特征 函数 . 

显然 , 子 集 44 完 全 由 它 的 特征 函数 所 确定 , 就 是 说 ， 当 Xi) 
=Xa(rIHT ,A=B. 

特征 消 数 与 集 之 闻 有 下 面 一 些 常见 的 重要 关系 : 

定理 1.1.10 设 环 是 一 国定 的 非 空 集 , 4, 8B,4c(aci)，A, 
《nm 一 TI.2,…} 部 是 部 的 子 集 ， 则 有 

]} 同一 政司 MYCz 三 1 A= COXAA(T) D0. 
+ JD + 


CC 
4A= Box (rt)=Xp(r). 

3) 交 (x) =maxXs Cr); Xx (= MinX Cry, 
oan 看 契 栈 <“ .站 as Er 有 


4) Xan CT) = lmXa 2) . Lim 4 (= lima, (4), 

5) 极限 lim 4 诊 在 的 充 要 麻 件 是 limX tx) 存在 ， 而 且 当 极 
恨 存 在 时 ,Xm a2) :limXa(2). 

证 朋 留 为 习题 ， 


习 题 1.1 


， 证 期 党 副 1.1.3 的 生 ,5) 以 及 推论 1I.1.4 的 巧 ， 
证明 定理 115 的 和 和 后 ， 

证 骨 定 理 1.1.6 的 4 .5 以 本 中 的 一 * 二 式 ， 

证 明定 理 1.1.7 的 2)、4)， 

证 明和 分 式 {1.1. 引 和 定 玲 1.1.8 

证 明定 班 1,1.9 和 定 丙 1,1.18, 

证 明 召 C 4e (A 一 B) LB8=4. 

。 证 昌 (d 一 BYUB= (dU BB) 一 BB= %, 


PN Sp 


$1.2 映射 与 势 
1.2.1 映 矣 
如 果 我 们 把 数学 分 析 中 函数 的 定义 域 与 值 域 均 换 成 一 般 的 韭 
空 集合 ， 就 得 到 下 面 的 概念 . z 
定义 1.2.1 设 4,B 尽 两 个 非 空 集合 , 如 果 按 照 某 个 确定 的 
法 则 了, 使 对 每 个 xe4， 在 8 中 都 有 唯一 确定 的 元 娄 8 与 4 对应， 
沁 为 


firm:y, 


则 称 了 是 从 4 到 互 (中 ) 的 侠 射 (或 映照 ) ,元 尘 5 称 为 元 崇 * 在 J 下 
的 家 ; 记 为 8 一 2) 或 9 二 fz7. 集 4 称 为 f 的 定义 域 ， 记 为 乡 ( 用 或 
2， 当 CCA4 时 ， 称 集合 {f(z)'zEC} 为 集 0 在 f 下 的 镶 轧 记 为 
f(O) 或 了 C0, 并 称 (4) = {f(z)1zE 和 为 Ff 的 值 域 ， 也 记 为 缀 (有 ) 
或 绩 /， 对 每 个 yEB, 称 集合 {f+EA4, 7)= 扫 为 y 在 了 之 下 的 原 
象 , 记 为 六 :ly)， 当 DCB 时 , 称 集合 {z|xE4 且 f(T)SED} 为 集 D 


在 了 之 下 的 原 象 ， 记 为 六 "CD)， 为 简便 起 见 , 授 常 把 从 名 ( 有 ) 二 4 


EF re 


到 GB 的 遇 射 记 成 114>B 或 4 上 5B. 

如 果 了 (4) 二 B, 语 称 f 了 是 4 到 BB 的 里 射 或 4 到 BB 的 泪 射 . 

4 是 任意 非 空 华 ,是 实 { 或 复 ) 数 亿 , 则 称 和 4 到 吾 的 映射 了 

是 集 4 上 的 实 ( 或 复 ) 了 前 数 ， 集 4 上 的 实 函 数 或 复 亲 数 统称 为 4 上 

“ 转 别 地 ， 如 果 4 是 # 维 Euclid 空间 中 的 点 集 或 区 域 ,是 实 
数 集 ， 这 时 映射 14>B 就 是 数学 分 析 中 所 研究 的 元 冰 数 ， 司 
见 上 映射 服 念 训 是 函数 酸 仿 的 推广 , 

定义 1.2.2 设 f:4->0,g:B>C 是 两 个 映射 ,如 果 4CB, 且 
Yz4, 都 有 gCx):= 7z),; 则 称 y 是 了 在 B 上 的 延 拓 , 记 为 f 己 包 也 
称 子 为 9 和 芷 六 上 的 限制 , 记 为 了 9。 

例 1 设 Ax)=sinz,， 2E[O, zj], v(xy= |sinri, rEt—oo, 
十 oo ,网 9 是 了 在 (一 ce Frcoy 上 的 延 拓 ,或 了 一 人 rn- 

定义 1.2,3 设 产 4-> 卫 9:B-> 是 两 个 映射 ，YzEGd4， 合生 
z=>9(fCZ)), 刚 驴 是 从 4 到 的 映射 ， 称 为 了 与 9 的 复合 映射 ， 记 
作 天 一 9 

定义 1.2.4 役所 4> 昌 为 一 胰 射 , 若 对 每 个 YEB， 扩 《〈 扫 二 
{xz|zEA, FCT) 二 旭 是 单元 烷 集 或 空 集 , 就 称 了 是 和 4 到 Bt 中) 的 一 
一 痰 射 或 4 到 BB 的 单 射 ， 如 果 了 是 单 射 , 且 (4)= 二 ,就 称 f 是 和 


* 12、 
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到 户 上 的 一 一 映射 或 4 到 吾 的 双 射 ， 记 作 f:4 一 或 4 二 2 


显然 ;如 果 4 一 B 起 44 到 8B( 中 ) 的 一 一 了 映射, 则 了 就 是 4 到 
站 CCB 上 的 一 一 贞 射 . 

例 2 设 玉 4 一 4 为 一 映射, 若 对 所 有 2zE4 都 有 天 2 一 2 就 
称 了 为 有 上 的 鲁 等 映射 或 单位 映射 ， 在 上 的 重 千 映射 常 记 为 14- 易 
如 ta 是 4 到 4 上 的 一 一 腔 球 . 

定 党 1.2.5 设 j: 有 44->B 怒 间 到 8. 上 的 一 一 映射 ,对 繁 个 x 有 4， 
刘 昌 大 2 及 念 太 82 则 广 -是 从 吾 酝 4 上 的 一 一 映射 , 称 产 ， 
为 了 的 逆 瑟 射 . 

显然 ,六 和 了 互 为 道 映射 ,是 有 六 =i4,1f' 一 i 

定理 1.2.1 设 六 六 ->Y 为 一 上 映射, 4, 训 ,A aE 站) 都 是 并 
:双子 集 ， 则 有 

DD ACB=>fCD) CFB); 

2) 了 (4UBB)- 一 了 A) UftB) ,更 一 般 地 ， 有 


(U4 )= U fa; (1. 9. 1) 
3) /Cd4nB)CFC4) mF(B) ,更 一 般 地 ， 有 
开门 4 jJc 站 74 0 2. 2) 


证 明 以 0.2. 了 起 为 俩 ，YyE 帮 LU4o ), 风 3zs [| 4。, 使 
f(x) :也 于 是 3anE 太 ,使 rs4c， 所 以 ，3 一 XzD)EfCde)， 刘 3E 
7(44) ,这 说 明 f( U 4。 =\ U f (As). 


另 一 方 页 ,由 下 4cc AYaE 站 ,所 D,14) cf 人 U4) 


王后 厂 


s 73 4 


(Yas 站), 从 而 f(A CH U4. )， 据 定理 L 1 1 (L 2. 了 D 式 
成 立 、 证 特 . 

定理 1.2.2 设 fi 下 ->Y 为 一 映射 ,4 二 三 ,CD CoetoE 门 都 
是 了 的 子 集 ; 则 有 

D) CCp=f 0) CF D); 

2) OUD) = 了 1(0) Uf (DD ,更 一 般 地 ,有 


f"(U Us )= 册 ft00); (1. 9. 8}: 
3) 100 让 = 广 "(0) 人间 了 7'(DD) ,更 一 般 地 ,有 
ml( 站 Cs )= (00); (1. 3. 4} 


Dd FTC 一 四 一 广 CO 一 廊 区 有 

5)》 EC 下 (其 中 人 = 了 一 C 了 六 (了 一 
了 一 了 "(CD); 

6) ACTY LFCA); 

7) ff OICO. 


证 明 以 (2.4) 式 为 例 ， vzef"\( 门 c. )， Mf)e 


门 5C-, 即 YeE 太 ,有 Fz)EC。, 于 是 YaE 太 ,有 2zE 广 (Ca , 即 xE 


骨 廊 (Co)， 这 说 明 
(Ne. )E fie. 
反之 ， vc 有 Fe 则 Var， 有 zErf-I(Co) ,于 是 YaEa， 
有 f(z)sC。， 所 以 fCz) Cos "ef"( Noe. )， 这 又 说 明 


ss 是 村 * 


一 


Neocm( Ne. ) 


歼 t1. 2- 力 式 成 立 ， 汪 毕 ， 


1.2.2 势 


对 于 一 个 集合 米 涪 ,其 中 元 素 的 多 少 是 最 基本 的 问题 之 一 如 

条 比较 两 个 集合 元 素 的 多 少 昵 ? 在 有 限 集 的 情况 下 ， 我 们 也 可 以 
不 必 一 一 数 出 两 个 集中 元 素 的 个 数 ,而 采用 在 两 集 元 素 之 局 建 立 

“一 一 对 应 ?的 方法 . 俩 如 ,我 们 要 比较 某 教 室 里 的 学 生 数 与 座位 数 
谁 多 谁 少 ?如 果 每 个 学 生 都 有 一 个 座位 ， 而 且 每 个 座位 上 都 有 一 
个 学 生 , 那 么 我 们 根本 用 不 着 一 个 一 个 地 去 数学 生 与 座位 , 便 可 断 
定 学 生 数 和 座位 数 是 相同 的 ;车 每 个 学 生 都 坐 一 个 座位 后 ,还 有 空 
座位 多 出 来 , 则 可 断定 座位 数 比 学 生 数 多 ; 若 每 个 座位 上 都 坐 一 个 
学 生 后 ,还 有 学 生 漫 有 座位 坐 , 则 可 断定 座位 数 比 学 生 数 少 ， 现 在 
我 们 把 这 种 方法 推广 到 比较 无 限 集 元 素 的 多 少 ， 为 此 ， 先 引信 对 
.等 的 概念 . 

定义 1.2.8 设 A,B 是 两 个 非 空 集 , 若 存在 4 到 B 上 的 一 一 喘 
射 有 则 称 4 与 也 是 对 等 的 ( 滩 称 4 与 万 成 一 一 对 应 ). 记 为 4 一 
.8， 或 简 记 为 4~B， 

我 们 规定 空 集 和 自身 对 等 , 即 蕊 一 纪 ， 

显然 ,对 等 关系 “~" 具 有 下 曾 三 个 基本 性 质 ; 

1) 4~A( 自 反 性 ); 

2) 车 4~8B, 则 8~4( 对 称 性 ); 

3) 游 4~B,B~0, 则 4~0C( 传 递 性 )， 

例 3 证 明 (0, 了 ~(0, 十 o0). 


-证明 如 图 1.2.1 所 了 东 ,Yz&(0,1D), 令 29== 寺 二 


， 则 了 是 


sw TF » 


[ed ein 


(0 了) 到 (0, 十 oo) 上 的 一 一 映射 ， yy 
套 (0,1)~(0, -+ co). 

例 3 说 明 无 限 集 可 以 和 它 的 
一 个 真子 集 一 一 对 应 ， 这 对 于 有 
限 集 来 说 是 永远 办 不 到 的 . 

-定理 1.2.3 设 {4.|os 关 )， 0 ”fn 
{BluE 本 是 两 个 集 族 ， 若 图 1.2.1 
va=T, A ~Bs, ANAds=2 ,BNB=Y (p,m BEN, RN 


| A U B.. 


证 明 留 为 习题 . 

定义 1.2.7 设 4,B 是 两 个 僻 合 , 

(i) 如 果 4 和 五 对 等 ， 则 称 4 和 B 基 有 相同 的 势 ( 或 基数 ). 
记 集 4 的 势 为 站 ,4 和 瑟 有 相同 的 势 时 , 记 为 二 = 五; 

(ii) 如 果 4 对 等 于 吾 的 某 个 子 集 Bi， 则 称 4 的 势 小 于 或 等 


如 黑 间 雪 互 , 并 且 44 志 至 ( 即 4 与 B 不 对 等 )，、 则 称 和 4 的 势 小 于 了 F 
的 势 , 或 称 BB 的 势 大 于 4 的 势 , 记 为 4 一 卫 ， 或 且 >4. 

由 此 定义 可 以 看 出 ,凡是 相互 对 等 的 集 都 共有 祖 同 的 势 ,而 不 
对 等 的 两 集 其 势 不 同 ， 

我 们 在 $1, 1 曾经 把 空 集 或 只 含有 有 限 个 元 素 的 集合 称 为 有 
眼 集 ， 在 没有 明确 规定 * 有 限 ? 这 个 概念 之 前 ， 这 个 说 法 是 不 严格 . 
的 ， 有 了 对 等 的 概念 ,我 们 就 可 以 给 有 限 集 下 一 个 严格 的 定义 ; 设 . 
4 是 一 个 集 , 如 果 存 在 某 个 自然 数 ma， 使 得 4 一 行 ,2,…; 对 ， 则 称 
4 为 有 限 集 , 称 ? 为 4 的 元 素 的 个 数 ， 规 定 空 党 为 有 限 集 , 0 为 长 
元 素 的 个 数 . 

显然 ， 两 个 有 限 集 相互 对 等 的 亮 要 条 件 是 它们 的 元 素 个 数 根 ; 


时 四 生 里 


兽 ， 因 而 ,元 素 个 数 是 所 有 互相 对 等 的 有 限 集 的 公共 特征 . 

规定 有 限 集 4 的 势 就 是 其 元 素 的 个 数 , 即 若 生 的 元 素 个 数 为 
自然 数 #, 则 规定 万 二 吉 车 4 二 多, 则 规定 4…0. 

上 此 可 见 , 势 的 概念 就 是 有 限 集 元 素 个 数 和 概念 的 推广 , 它 反 陕 ， 
出 一 切 相 瑟 对 等 的 集 所 仅 有 的 共性 (数量 属性 ). 

判断 两 集 是 否 对 等 ,常用 下 面 的 定理 ， 

定理 1.2.4(F. Bernstein 定理 ) 设 4,B 是 两 个 集 ， 若 有 于 
之 子 集 A4* 及 B 之 子 集 B* 存在 ,使 4 一 B*， 且 3 下 , 则 4 一 8 

注 、 利 用 势 的 说 法 此 定理 可 叙述 为 ， 若 二 二 互 ，P<<4， 则 
A=B. 

证 明 根据 题 设 ， 存在 4 到 B* 上 的 一 一 映射 f 及 到 4* 
于 的 -一 一 映射 了 (图 1.2. 2), 


如 图 , 令 
4 一 4 一 4 TAD = B,, 
8 一 4 f(A4:) = Bs, 
9(Ba) := A,, (4a Ba, 
一 一 一 一 一 一 4 
刀 ] A 7 
站; B; 五 : 
所 一 B 


B"* 
图 1.2.2 Bernstein 定理 证 明示 意 雪 
相 90B)=4r 抽 4=8(BDC4， 市 41 一 4 一 A， 政和 4， 不 要 
交 , 队 而 4154s 在 下 的 象 集 B1,B; 不 相交 ,从 而 B81,Bs 在 9 下 的 
. J 4# 


证 ~: 一 


be had ~ i ih rr Pd re er WE 


象 集 4;,，4; 不 相交 由 4; 包含 于 4* 各 4 与 43 不 相交 , 故 441， 
:1,4 两 两 不 相交 ,从 而 4,， 于, 在 了 之 下 的 象 集 B.,B:, By 了 两 
两 不 相 实 ， 这 样 一 直 递 推 下 去 , 重 知 di ds ds 本 两 不 相交 , 且 

它们 部 是 4 的 子 乐 ;B1, Bs, Bs,… 也 两 两 不 相交 ,和 且 它 们 也 都 是 8 
的 子 集 ， 由 于 所 一 -Ba=1) 2，-…)， 所 以 UU 4 .一 B., 


自 于 Bs 一-doni(%==152,…)， 所以， 四 BB 一 [4ist， 又 由 
点 三 1 E=1 


于 B 一 4*， 所 以 


Bp {B24 — Ass. 
天 = 了 FE=1 


a 
-Ua 人 (一 U4 =4-| 4.U(U 4.)) 
= t=1 b=1 了 
DA 
走 
B— |[jB.——- 4— U4, 
x=1 k=1 
从 而 
4=( 4—U 人 州 (UV 人 ) 一 一 (2 Ua)u (U8:)=B. 
让 : 


推论 3.2.5 设 4CBCC, 车 4 网 有 CC. 

证 明 头 为 OC~d, ACB， 你 B~B，BCC， 据 定理 1. 2, 4， 
妆 一 C。 证 毕 . 

推论 1.2.6 设 44,8 是 任意 二 集 , 则 下 面 三 个 关节 式 


加 了 量 


一 于 一 


A<B, Ad4=B 

的 任意 两 个 不 能 同时 成 立 . 

证 明 1*， 当 二 一 吾 时 ， 玫 一 互 及 4>> 瑟 都 不 会 成 立即 
才 = 瑟 和 了 一 下， 二 一下 和 4> 瑟 都 不 会 同时 成 立 。 

2*， 假 车 卫 一斑 和 4>> 互 同时 成立 ， 由 4 一 瑟 知 ， 存 在 
B* 己 B, 合 4~B*; 由 有 4 请 知 , 存在 4" 己 4， 使 B~4*， 由 定理 
1. 2.4 知 , 4~B， 此 事 与 4 和 B 不 对 铝 希 盾 ， 获 4<BB 和 4 放电 
也 不 能 同时 成 立 ， 证 毕 . 

实际 上 ， 推 论 1. 2. 6 中 的 三 个 关系 式 有 且 仅 有 一 个 成 立 ， 此 
本质 叫 数 势 的 三 歧 性 ， 剩 下 的 工作 是 要 证 明 共 中 至 少 有 一 个 关系 
成 立 ， 和 但 限于 篇 幅 , 我 们 不 再 论证 ,可 参看 参考 文献 [7], 

推论 12.7 设 4B,C 是 三 个 集合, 若 44 一 瑟 ，B<0， 则 
4 < 局 ，( 即 关系 "<" 对 于 势 满足 传递 性 ). 

证 明 由 如 <B 知 ,存在 B*CB， 使 A4~B*; 由 吾 <C 知 , 存 
fi Cr*CC， 使 下 -Cr*。 于 是 存在 如 到 Cr* 上 的 一 一 上 映 射 P， 令 
po 一 Co 则 CerCC*， 旧 了 Or*， 于 是 A~0O**， 剩 下 的 只 
变 证 大 有 4 与 0 不 对 等 就 可 以 了 ,假若 4~C, 则 由 4~0*， 得 
OO~0O** 因 加 CC**CO+*CO, 由 推论 1.2.5 知人 Cr 从 而 五 
耻 瑟 = 合 ， 此 与 互 一 C 巴 质证 毕 . 


A>=B 


可 题 1.2 


1. 证 明定 更 1.2.1 的 3), 并 试 作 隆 统 门 四 基站 轴 站 BB) 的 例子 (其 中 ， 
;了 一 了 是 上 映射, 4; BCC). 
2， 证 明定 再 1.3.2 的 32); ,5)36);7)， 
3， 议 疡 瑟 -> 了 是 一 帆 射 ， 则 并 ) = 了 SS 对 一 切 CCY, 有 月 170)]=5. 
4， 设 产 开 -> 是 -一 轴 射 , 则 下 列 四 件 来 彼此 学 价 : 
(1) 于 是 基 到 了 中 的 一 一 吃 射 ， 
" 19 = 


rs pe Efe ph ee oT eet tr hd re 


{2) vA, BOX, AND =F NB). 
(3) VACKX, A=7 fd)]. 
(4) YATEK, FTA FR fd). 
5。 试 作 一 个 (一 了 到 (一 9 ,十 50) 上 的 
解析 表达 式 . 
6 证明 将 一 球面 去 挤 一 点 以 后 ， 祭 下 的 点 所 成 之 集 和 整个 平面 上 的 过 
所 成 之 集 是 对 等 的 ， 
7- 证 明定 至 1. 3.3, 


838. 设 了 CD 一] 2 皮 fry 都 是 定 训 在 集合 吾 上 前 实 阔 数 ， 
limf, (号 一 天 TD (5), 其 对 性 章 实 数 4; 有 


me 内衣 >e 抽 


和 9， 设 所 (2) (一 19240 呈 1) 及 了 tw) 都 是 定义 在 集合 百 上 的 实 销 数 , 则 


(1) 他 |zkB limfs tw) = -To 人 U 站 正二 -HI<a 
到 =1 人 = 


一 I 
-中 局 felis f| < 天 | 


…- 讽 射 ， 关 写 出 这 个 映射 的 


(2) 
(a]s€B, fo #1f (2, #200: = 门 Ua fisse] 
rm 机 = 上 =N 
-U Nn Us ee] 
§1.3 可 数 集 


今后 我 们 常用 N 表 示 全 体 自然 数 构成 的 集 ; 用 世 表示 全 休整 
数 构 成 的 集 ; 用 Q 表 示 全 体 有 理 数 构成 的 集 ; 用 及 表示 全 体 实数 


定 作 1.3.1 与 自然 数 集 六 对 等 之 集 均 称 为 可 数 集 或 证 
到 集 ， 可 数 集 的 势 记 为 中 史 读 作 “ 阿 列 去 振 ). 


"2 


若 4 是 有 限 集 或 可 数 集 ,就 说 4 是 至 多 可 数 集 ， 
因为 自然 数 集 人 = 1 2 pa 小 的 元 素 可 以 排 成 无 穷 座 列 
的 形式 ,由 此 可 立 得 以 下 事实 : 
定理 1.3.1 集 4 可 数 估 4 的 元 素 可 以 排 成 无 穷 序 列 的 
形式 : A= {a eas Gn}. 
例 1 整数 集 辽 = 10,1 一 1,2, 一 2,3, 一 3,…"} 是 可 数 集 . 
定理 1.3.2 任何 无 眼 集 形 均 包含 一 可 数 子 集 ， 
证 明 从 型 中 人 尾 取 一 元 素 记 为 e， 则 形 一 {e 天 好, 在 
开 一 {e 小 中 取 一 元 素 鱼 ， 自 然 e 天 Be， 设 已 取出 互 页 相同 的 2 个 
元 素 : 
els ors en (eM ,= 1 2,R). 
由 于 开 一 {81 899 Br} 隆信。 因而 可 在 型 一 {eb 6s，*… en} 中 取 
一 元 素 e+ 它 自然 不 同 于 eeayes …，en* 所 以 ,由 归纳 法 ,我 们 
得 出 了 一 个 由 型 中 互 异 的 元 素 作成 的 无 穷 序 列 : 
Bly Bo 人 
而 型 "一 {eeaeoeni 全 型 是 可 数 的 ， 证 毕 . 
定理 1.3.2 说 明 可 数 集 的 势 是 无 限 集 的 势 中 之 最 小 者 . 
定理 1.3.3 可 数 集 的 任何 无 限 子 集 可 数 . 
证 明 设 4 可 数 , 则 4 中 之 元 素 可 以 排 成 一 无 穷 厅 列 : 
,TE 
若 4* 是 4 的 无 限 子 集 ， 则 4* 中 的 元 素 必 是 上 述 钢 列 中 的 一 个 
无 穷 子 序 列 : 
Cg 
出 定理 1,3, 工 知 , A4* 二 {94000r 6504 "中 是 可 数 集 证 第. 
定理 1.3.4 设 4, (xn 一 1,2,…) 都 是 可 数 集 , 令 


5 = U A ， (1. 3. 1) 
用 二 二 


由 21 曙 


pH hs rc oP -下 PIC 一 


则 写 是 可 数 集 ( 即 可 数 人 可 数 集 的 并 集 是 可 数 集 ). 

证 明 由 于 仿 包 含 可 数 集 41, 所 以 态 是 无 限 集 ， 于 是 只 要 讨 
论 4 站 4 一 语 总 天 用 的 情形 就 可 以 了 ， 设 4 一 {asl， Gn， …， 
Qnts 小 ?下 一 12， 和 芳 谍 无 限 阵列 

di ila {is {a 


A 


tar doo 2g 桨 3 


(1. 3. 2) 


ta faeg Hag Usd 


del de Has Cid 


在 这 个 阵列 里 ,4。 的 元 素 构 成 第 % 行 ， 这 个 阵列 含有 8 的 一 其 元 
崇 , 这 绎 元 素 丰 以 按 而 从 所 指出 的 疗 户 乔 成 一 无 究 语 到 | 


Hrs ray Las Doo ons Tia4s aas a2 O413 *""""", (1. 3. 3) 
其 排列 规则 是 a 排 箔 于 位 , 当 半 十 > 时 ,ec 排 在 第 # 位 ,其 中 
井 一 去 十 D3 », 


因此 43 是 可 数 集 ， 证 毕 . 
推论 1. 3.5 ” 设 太 是 至 多 可 数 的 ， 且 对 每 个 oE 厂 ,也 。 是 至 多 
可 数 的 , 令 了 = [8。， 则 了 是 至 多 可 数 的 . 


这 是 因为 了 与 (1. 3. 蕊 中 的 一 个 子 集 对 等 

推论 1. 3.6 全 体 有 理 数 之 集 口 是 可 数 集 . 

证 明 用 全 , 台 分 别 表 示 正 , 负 有 理 数 集 , 则 
QO=Q+ UY U1{0. 


设 4= 人生 GD 2,…)， 则 4 是 可 数 集 ， 于 是 ， 


名 
:= 4; 可 数 , 间 理 可 证 ， 可 数 . 帮 避 =8*U9U {00} 是 可 


站 人 2 


元 集 . 证 纶 ， 

定理 1.3.7 若 集 4 中 每 个 元 案由 个 互相 独立 的 指标 所 决 
定 , 而 每 一 个 指标 各 自 跑 遍 一 个 可 数 集 , 即 

A= {dvs iO sl EE (1.3. 4) 
-网 4 是 可 煞 集 ， 

证 明 ”用 数学 归纳 法 证明 ; 

1 当 让 二 1 时 ,定理 衣 然 成 这 ; 

2) 慨 设 当 冯 =# 时 定理 成 并 ,其 

{fap | Te = Cs 2 El 
-时 ,定理 出 成 六 
令 出 一 Te 


则 -45 可 数 ， 页 


上 4;= (te 
af 对 也 可 数 ， 这 说 明 当 正二 2 上 1 时 ,定理 确实 成 立 . 

.由 卫 ， 允 知 , 定 还 对 任意 自然 数 有 成立 ， 证 毕 . 

例 2 平面 上 坐标 为 有 理 数 的 点 所 成 之 集 4 是 可 涩 集 ， 

证 明 ”因为 4 二 { (4 5)14,5EQ) ,所 定理 1.3.7, 集 4 可 数 . 
证 毕 . 

例 3 整 系数 多 项 式 的 实数 根 称 为 代数 数 ， 证 明代 数 数 全 体 
是 可 数 集 ， 

证 明 ”用 三 表示 整 系数 多 项 式 全 体 所 成 之 集 ， 因 为 每 一 个 玫 
系数 多 项 式 的 实数 根 全 体 是 一 个 有 限 集 , 1 次 整 系数 多项式 全 体 
的 实数 根 所 成 之 集 = = 一 全 | ao 去 0, ao qi 加 ) 是 可 数 集 ， 所 以 只 
要 证 明 刁 是 可 数 集 即 可 ， 令 

P, = {aoz* | qz! te ts | a0 0, OED EL =0, 1 2,..,n). 


据 定 理 1.3.7,P; 可 数 ， 从 而 了 = [UP 忆 可 数 . 证 毕 , 


二 实 下 重 


定理 1.3.8 大 和 集 4 中 的 元 素 者 可 以 用 有 限 多 个 自然 数 作成 
的 数组 来 标号 , 则 4 是 至 多 可 数 的 . 
证 明 令 B= {Din,mae mi| mi; =1, 2 ey 1,2 ,ne ER}, 


则 B, 可 数 、 从 而 B= UB 也 可 数 ， 但 4 和 五 的 一 个 子 集 对 等 ， 
k=1 


司 4 自持 多 可 数 的 ， 证 毕 . 

例 4 设 和 4 是 一 个 无 限 集 ， 则 必 有 A*CC4， 使 4*~4， 而 
六 一 4 可 数 ， 

证 明 所 定理 1.3.2,4 包含 可 数 了 和 集 {e1,81;E8s'*'}， 分 
/y= {es Ba E99 st = A {e085} = ol {ee Es | 
旭 .全 全， 证 毕 . 

A {es, ess ens ~ dol) {fess e837} = 
旦 4 一 A*= {eeayess 小 是 可 数 集 ， 证 些 . 

例 工 贷 诉 我 们 ,无 限 集 攻 与 它 的 一 个 真子 集 对 等 . 

例 5 设 44d 是 无 限 集 ,B 是 可 数 集 , 则 AUB~4, 

证 明 设 4*C4,， 4* 可 数 , 则 4 二 (4 一 4*) UA*. 令 忆 * 
二 BB 一 4， 则 B* 至 多 可 数 ， 且 A 个 B*= 案 ,了 大 而 ，A4UB 一 AUB* 
(4A)UA7 一 4， 还 毕 ， 


习 是 1.3 


: 证 上 明 直线 上 互 不 各 从 的 开 区 站 所 城 之 僻 至 包 可 数 . 

:证 其 系数 为 有 理 狼 的 多项式 信件 组 上 成一 个 可 数 业 . 

， 注 纪 定义 在 (一 0; 十 9) 上 的 单 凋 硼 数 的 癌 匡 点 所 成 之 柴 至 包 可 数 . 
， 这 和 是 可 数 沫 , 则 4 的 所 有 有 限于 和 集 作 虐 的 集合 志 古 可 数 集 ， 
试 作 一 个 名 了 到 [0 匡 王 的 一 一 映射 ， 

试 作 一 个 无 型 数 集 到 实数 集 上 的 一 一 路 射 ， 


和 


TT 


814 不 可 数 集 
不 是 可 数 集 的 无 限 集 称 为 不 可 数 集 . 
定理 1.4.1 区 间 [0, 匡 是 一 个 不 可 数 集 . 
证 明 ”假设 [0， 菇 可 数 ， 则 [0，1 上 前 点 可 以 徘 成 一 个 无 容 
六 列 : 
Tis 
记 [0, 工 为 而 ， 把 五 三 等 分 ， 于 寺中 取 一 不 含 v 的 闭 区 间 , 记 为 
人 和， 交 本 | 于 理想 全 分， 于 其 中 一 下 全 的 


和 | 区 上， 记 为 了 2， 出 | 17 | = 齐 . 设 社 合 上 述 园 求 的 于] BA, 
这 经 作出 , 妈 


7 了 0 一 六 | FE ‘oir, [7, | 一 工 Tel 《和 一 1,2,.",R), 


3 
亨 将 开 ， 三 等 分 ， 于 此 中 各 一 :不 含 [Wi | 的 闲 区 问 ， 记 为 {n+ 1» 17 
一 生 T， 由 数学 归纳 法 ,我 们 就 得 到 了 一 个 闵 区间 春 
ET 一 2 
因为 17u| = 芒 0(z->co) ,由 数 学 分 析 中 的 闲 区 间 套 定理 知 ,在 在 
淮 一 点 z0E1sClo=[0,1](#=1,2,…)， 很 据 假设 ， 应 有 让 然 数 
Ros 使 To 一 二 00， 因 rs 从 而 ToC Tnos 这 与 zo (R= 1 ; 29") 
矛盾 , 歼 [0,1] 是 不 可 数 集 ， 证 中 . 

定理 1.4. 1 说 明 ,不 可 数 集 是 存在 的 ， 

定义 1.4.1 与 区 间 L50,1] 对 等 的 集 的 势 称 为 连续 势 , 这 个 势 
记 作 SN ( 读 作 “ 阿 列 天 ?) ,或 记 作 6. 

推论 1.4.2 汉 半 Wo 


了 [| = 


证 明 由 党 理工 4.1 策 , 器 夫 后 风 但 
. 1 1 > 
[0,19 吾 ,于 :~~ 人 1,2,3,…, 若 > 证 毕 ， 


推论 1.4.3 开 区 间 (0,1) 的 势 也 是 从， 
证 明 见习 题 1.3 的 5. 
定理 工 4.4 全 体 实数 所 成 之 集 民 的 势 是 只 ， 


证 明 令 p(a) 一 司 径 mrE(0,1， 


则 m 是 (0, 耻 到 有 民 = (一 co， 上 oa) 上 的 一 一 映射 ， 所 以 及 的 势 是 
只 .证 毕 . 

推论 1.4.5 ”全体 无 理 数 所 成 之 集 的 势 是 只 . 

证 明 见习 题 1.3 的 6. 

不 是 代数 数 的 实数 称 为 超越 数 ， 由 8 1.3 例 3 可 以 得 到 

推论 1.4.6 超越 数 全 体 所 成 之 集 的 势 为 名 ， 

在 Cantor 创立 集合 论 以 前 ,好 多 数学 家 用 了 很 长 时 间 才 还 明 
个 别 的 数 如 。 是 超越 数 ,而 集合 论 一 出 现 ， 立 即 证 明 超 越 数 很 多 ， 
远 比 代数 数 多 .当然 ， 势 的 理论 并 不 能 给 我 们 具体 地 指出 那些 数 
是 超越 数 ,但 尽管 如 此 , 却 并 不 因此 而 失去 它 的 重要 喜 义 . 

定理 1.4.7 实数 列 全 体 所 成 之 集 .的 势 是 兴 ， 

证 明 作 

B= {C082 ens) [ED, 1) ,4=1, 2,.} Ch.. 


令 
- 1 1 
oD 2 Ts tg Na Ty 
; 了 
tg( 一) 人 已 


则 如一 即 B 二 加 。， 以 下 只 要 证 明 一 (0,1 好 可， 
和 


X; 0,1) Ir x ,EB, 
财 
(0 了 一 -有一 (czz zc(0,1D)}CB 
有 反之，Yz 二 (x1，zz， "tn"…")EB， 按 十 进位 无限 小 数 表 东 
zy 有 
Hi1= OF Wa Kg rr ln 
A 
Wa— Ore Tas Tas er Fyn 
po 


Ka= OTs Fag Has rr Ryn + 


Ti 二 .rn Tn Ens *** Tin + 


人 

Fx) = PE ry Fay ay) =O > 

夺 二 (i as) Tre "EB, 

Wi ROP) = {pr) |rEB} C0, ,Yr YEB, GyH， 有 
(2z) 隆 W( 失 ;于 是 B 一 - 缠 ( 科 CC(0， 由 定 迎 1.2.4 知 ， 
8~{0,1). 证 毕 . 

定理 1.4.8 设 层 "=T(zi，72，…， Rn) YE( 一 o， -上 co > 
1 一 1 2 对, 则 及" 的 势 是 从 

证 明 全 站 :要 
出 Re RR") CR,, RP 以 3R+CR', 合 Rr"~R*. 

反之 , 令 旬 及 :3zhy(z; 0 DER', MR yp RR) CCR". 
由 定理 1.2.4 知 ，R"~R!=( 一 oo0, 十 0), 故 民 ' 的 势 是 只， 

。27 。 


-证 毕 ， 

如 果 4 时 -… 个 集合 ， 我 们 今后 党 表示 4 的 所 有 子 集 构 
.成 的 集 族 ， 例 如 ， 

2 {27, {1}, {2}, t1, 2})., 

定理 1.4.9 设 4 是 任意 的 一 个 集合 ， 则 2*>> 4. 

证 明 显然 ,4~{{ 外 aEC24， 只 要 再 证 4 与 24 不 对 靠 
下 可 假设 4 全 2 则 存在 4 到 2 上 的 一 一 频 射 m， 令 

4 = {dlacA, dEPm CA. 

因 与 24 中 的 空 集 对 应 的 元 素 不 属于 此 空 集 ， 记 以 由 于 空 ， 且 
E29， 从 应 有 EA4, 鸽 g(a :441 

1” 苦 afEd， 则 与 者 之 定义 处 盾 , ， 因 出 苦 由 4 中 能 
如 各 扩 (四 的 元 素 全 体 构 成 的 , 可见 a'E 4.. 

2” 荐 8d ， 境 朋 4'Egp{9), 据 才 之 定义 ,8 应 是 4' 小 的 
元 于 ,这 正好 又 说 朋 a'E4', 逆 盾 . 
: 赦 盖 与 24 不 对 等 ， 证 昔 . 

定理 上 49 和 上 告诉 我 们 , 不 可 能 存在 一 个 最 大 的 势 . 

如 果 4= teveas oa 是 由” 个 污染 组 成 高 有 限 集 , 因 为 27 
含 避 个 罕 集 ，C3 个 单元 素 集 ，0 个 二 元 素 集 ,23 个 柬 无 球 
集 ， 所 以 27 的 元 束 个 狐 是 2 一 和 地， 
如 果 了 本 e 我 们 规定 24= 2， 定理 14.9 说明 2>a 

定理 1.4.10 各 一 2*，. 

此 定 刘 留待 第 二 章 再 予 证 朋 . 


习 是 1.4 


1。 证 明 290; 本 二 的 无 理 数 雇 成 之 集 是 不 可 数 集 . 
2， 讶 五 证 00, 1] 上 向 金 体 实 也 致 记 作 成 的 傈 ， 则 下 一 30 从而， 


证 明 数 畏 上 一 切 闲 区 闻 所 成 之 集 的 势 为 后 
证 明 平 面 土 一 切 融 所 成 之 集 的 势 为 愉 ， 
证 明 区 间 570, 1] 上 的 连续 图 数 全 体 折 成 之 集 的 势 扎 器 ， 
证 明 : 实数 党 奴 的 了 代 { 人 到 {858 ,Lad [Tob] (a be, 且 49< 可 
及 Co Too)， [ea 一 oo) (一 00,5)、( 一 00,5]《q, 56 民 ) 的 旁 都 是 从 . 

7， 谨 {dula6 人 是 一 族 势 为 只 的 集 , 证 明 当 4 是 有 限 集 .可 数 集 。 势 为 
中 的 集 时 ，| | 4 的 芝 都 是 慌 ， 


mY il [本 | 
” 四 和 


2 着 华中 每 个 元 素 由 企 个 开 相 狸 立 的 记 导 所 决定 ， 而 每 一 个 记号 首 
自序 涡 一 个 势 汐 名 的 集 , 即 
A= {9x2 1 zn IER = $i=1,2, "7}s 
则 和 化 4 的 势 是 站. 
9， 考 集 4 中 每 个 元 素 由 可 数 个 互相 独立 的 记号 所 决定 ， 而 每 一 个 记号 
省 自 跑 遍 一 个 势 为 窟 的 集 ; 纯 


是 一 {os som es ee | TE Ee :> 一 1 2y "ss "es 
则 集 4 的 势 为 如， 


$1.53. 半 序 集 与 Zorn 引 理 

定义 1.5.1 对 于 给 定 的 集 王 , 若 在 它 的 元 素 之 间 ， 衣 引 进 : 
关系 “所 "(这 里 作为 序 的 记号 ,可 读 成 “小 于 或 等 于 "), 满 足 序 公理 

]) do, 

2) 车 4 委 D Do 则 4 一 

3) 若 6 二 Ps 则 os 
其 中 @,5,eE, 则 称 且 为 带 有 序 “ 所 "的 半 序 集 . 

着 对 半 序 集 丐 的 任何 两 个 元 素 9a, 8， 美 系 式 45 与 5<4 中 
必 有 一 个 成 立 , 则 称 节 为 带 有 序 “ 志 ”的 金 序 集 ， 

记号 各 bp” 也 可 写成 人 之 q”"， 记 号 4< 达 8 表 汞 “a 皇 5 但 
,= 

例 1 自然 数 集 、 整数 售 、 有 理 数 乐 、 实 数 集 都 依 实 将 的 大 小 


2 


:关系 成 为 全 序 集 . 

定 沁 1.5.2 设 下 为 半 序 集 ， 世 o 为 了 的 子 集 . 党 有 5EX, 合 
对 一 切 xE Xo, 都 有 4 志 5,， 则 称 5 为 了 的 上 界 . 如 果 二 为 瑟 ) 的 
上 办, 且 对 下 ,的 任 一 上 界 如 , 均 有 5 所 5', 则 称 5 为 和 的 上 确 界 ， 
世 o 的 下 界 、' 下 确 界 可 以 类 催 地 定 关 .也 的 上 ， 下 确 界 分 别 记 为 
SU 上 瑟 0 inf 瑟 o。 

注意 五 的 上 ,下 确 界 未 好 属 于 区 0， 玉 0 世人 可 志江 有 圭 守 机 
下 界 ,从 而 役 有 上 ,下 确 界 ， 

例 2 设 革 = (0,3), 世 按 突 数 的 通常 大 小 光 系 成 为 六 序 集 . 

1 取 居 0 一 人 ,2 搂 筷 ， 则 [2,3)》 中 每 一 点 部 是 六 0 的 1: 界 ， 
,1 中 短 一 点 都 是 于, 的 下 界 ， 而 sup 下 0 一 2 七 且 bp，inf 苹 , 一 
1 它 训 ,. 

2 到 革 二 (0,3)CC, 则 站 ,在 五 中 始 不 存在 上 界 ， 也 不 从 
在 下 瞄 , 当然 也 问 不 存在 土 ,下 确 界 . 

例 3 设 如 为 一 非 空 集 ，25 依 平 常 集 的 包含 关系 (4, BE2"， 
-A 所 6 的 意义 十指 4CB) 成 一 半 序 集 , 但 不 是 全 序 集 ， 设 式 o 一 2 ， 
显然 ,sup 入 v= 【4A,inf Xo= 门 了 4 


为 了 证 明 丰 本 池 讨 论 中 起 基本 作用 的 一 条 定理 ,我们 还 需 3| 
人 人 下面 的 定 浆 : 

定义 1.5.3 设 世 为 非 空 米 序 集 ， 它 的 每 个 非 空 例 序 子 集 均 
有 于 确 界 ， 上 赚 定 元 aE 互 与 肌 射 产 人 一， 称 芋 的 子 集 4 为 容许 
集 ,如 果 满 足下 列 三 条 件 : 

1) gEA, 

2) f(A4, 

3) 4 的 每 一 全 序 子 集 的 上 确 界 均 属 于 44， 

虽然 ,了 本身 应 足 1) 一 3), 故 容许 集 存在 , 
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Op Cm er Le mm 一 .IFPIIPI 1 1， 


定理 1.5.1 设 世 为 菲 空 尘 序 集 , 且 革 的 每 一 非 空 爹 序 子 集 均 
有 一 上 确 措 ,再 设 映 射 /: 下 下 也 满足 1(f) 之 x(zE 于 ),， 那么 必 有 
一 沈 C 守 沸 , 使 得 六 ec) 一 
“证 明 ”分 以 下 四 步 进 行 计 论 : 
第 一 步 ， 设 一 切 容 许 集 的 交 为 P, 则 有 关系 式 
{TP}， (4, 5. 1) 
其 中 ga 是 下 中 了 到 定 的 一 个 元 . 
共 实 , 王 是 最 小 的 容许 乐 。 困 为 他 | zE 瑟 xz 时 恋 是 一 容 评 
集 , 所 避 ， 节 | ze 下 ,XY 这 中心 P, 豆 (1. 5 1 成 立 ， 
第 二 步 ， 令 
B= {zx|xEP; 由 ygEP, < 有 f(D ET} U {eo}. 
我 们 征明, 由 xE 召 ,zEP, 即 有 
SA 或 zr). {1, 5. 2} 
其 实 , 固定 +EB, 令 
= {zzE Pz 二 f7). 
可 以 验证 C 福 足 容许 集 的 条 他 DD 一 3)， 由 (5, 了 0 知 让 成 并 设 
ZE 人 , 风 当 zeEP,z 宇 (2) 时 ,由 于 有 (2) 守 z， 所 以 (2) 守 作 xX) 妆 
ZEP,z 扩 时 ， 有 f(z) 二 f(z2)( 对 于 z= 二) 或 (2) 志 Y( 对 于 2% 
注意 到 zEB)， 叉 因为 zeP，P 了 是 容许 集 ， 所 以 (2)EP， 从 而 
fz)E0, 即 了 (COCOC.， 2) 得 证 ， 最 后 ， 设 Co 为 妃 的 任 一 非 空 全 
序 子 集 ，co= sup Co 那么, 或 对 一 茹 zs0o， 有 z 委 全 或 有 基 一 
xEC0， 使 z 宇 f(z)(zEP)， 在 前 一 情形 ,得 co 所 z; 在 后 一 情形 ,有 
eo 守 f(X)， 双 周 为 CoCCCP,， 了 是 容许 集 ， 所 有 以 co P 这 通明 
coEC.3) 得 证 ， 因 而 0 为 容许 集 ， 由 于 CCP， 而 了 为 最 小 容许 
集 , 帮 人口 =P, 从 而 看 灌 (. 5.2) 成立， 
第 三 上 李 ， 证 明 第 二 步 中 的 吾 为 容许 华 。 仍然 验证 BB 满 吓 容 许 
集 的 条 他 了 一 3)，]D 据 B8 的 定 交 ,gEB， 2 设 zeB,ycP， 刚 
» 1 . 


和 但. 2 和 ,932 有) 及 而 推出 , 妾 3 天 有 卫 有 SS 
让 黑 8 一 2 那 各 用 作 王 天 2 如果 3<z 就 有 天 所 委 光 再 于 xz 号)， 
从 而 氛 定 理 中 关于 了 的 假设 ， 有 1( 认 二 7? 志 J(Y)， 总 之 ， 当 过 
17) 时， 得 到 了 (D 所 XY)， 双 由 XE 了 知 人 2)EP, 压 所 Y)EB, 盈 
f(B)CB 2) 得 证 . 3) 设 二 为 BB 的 任 一 非 空 爹 序 子 集 ,Bo= 
sup Bo 出 于 BoCBCP,P 是 容许 集 , 所 以 EP, 设 3EP,y 之 i， 
如 所 (1. 5.2)，YXEBo。， 有 3 所 ?或 y 之 1(z)， 后 者 不 可 能 对 每 一 
zE Bo 成立， 殖 则 ,将 有 9 全 zy 从 而 间 特 为 BB 的 工 界 ， 本 蕊 
9 宇 Bo， 这 是 不 可 能 的 ， 豆 对 上 述 #, 必 有 某 一 szEBao 使 gz 将 
< 时 ,据闻 与 了 的 定义 ,FF 失 SYS 当 Y = 了 时, 因 不 是 BBo 
的 上 确 界 Bs, 应 有 划一 zEBo， 使 <z， 此 时 将 有 大 的 委 2 且 加- 六 
之 ,得 到 帮 执 所 2， 这 说 明 BnEB， 人 了 从而 3) 得 还 . 

第 四 步 ， 令 5 二 supP。， 我 们 证 明 f (0) 二 6 

所 第 三 步 记 证 , 玉 为 容许 集 , 故 BP， 但 BB 中 的 元 均 属 十 P， 
散 如 =P， 从 而 据 避 .5. 22, 对 任何 x,zEP, 有 3 所 ?或 s 宇 f(Y). 由 
于 f(z) 守 x, 从 而 得 到 z 坪 z 或 z 宇 ?， 期 与 3 可 以 化 序 ， 这 说 明 
PP 是 令 序 集 ， 因 6 二 sup 了 ，PCP,P 是 容许 集 ， 所 拟 cEP， 只 市 
了 Ce)EP, 放 了 (0 所 6; 同 时 所 定理 中 基于 于 的 假设 ,fC(0) 守 ce， 微 据 
基于 半 认 集 的 条 件 ,得 了 (0) = 二 ec。 证 毕 , 

定义 1.5.4 设 牙 为 一 非 空 寺 序 集 ，xE 有 ， 称 4% 为 是 的 极 大 
元 ,如 果 8E 了 ,上 且 # 庆 z; 则 嫩 有 二 席 

甘于 极 小 元 可 以 类 位 地 定义 . 

注意 ”一 个 集 的 要 天 元 . 极 小 元 未 必 是 唯一 的 . 

例 4 设 为 一 非 空 集 ,2 依 平 常 集 的 包含 关系 (意义 同 例 3 
成 一 半 序 集 ， 容 易 看 出 2 的 极 关 元 为 可 级 小 元 为 好 .着 震 讶 2 
芍 ~ 子 集 及 =22 一 2 ， 则 是 召 中 企 一 元 素 所 成 的 单元 素 集 看 成 
芯 的 元 人 时 ,都 是 六 的 极 小 元 ， 

和 


Zer melo 选择 公理 设 蕊 是非 空 售 ，{4 刀 jos 六 ; 是 工 的 一 族 
院 两 不 相交 的 非 空 子 集 , 则 有 XX 的 子 集 3, 使 得 Yas 夏 ，B 人 NN 4 是 
单元 素 集 . 

由 Zermelo 选择 公理 本 得 予 面 的 定理 ， 

定理 1.5.2 设立 是 非 空 集 ，{4.1aE 站 } 是 下 的 一 族 非 室 子 
焦 , 烛 有 瑞 册 op: 大 一 天 使 得 中 (四 入 4 人 YaES 了 )》, 

证 明 分 

和 = fx, x) SEE 三 YE 
B= {(ay zj |xEAs)} (gET), 

外 壮 非 室 , 卫 {Bojas 六 是 京 的 一 旋 两 两 不 相交 的 非 空子 集 ， 据 
Zermela 选择 公理 , 必 有 六 的 子 集 B 使 得 YaE 站 ，BNMm B, 是 单元 
蘑 这 ， 令 p(w) 是 使 【(o (0))} = BB 的 那个 (4 中 的 } 元 , Pp 
由 全 要 求 ， 证 毕 , 

定理 1. 5.3 每 一 半 序 集 都 含有 极 大 全 序 子 集 . 

证 明 设 全 是 所 给 带 有 序 志 的 半 序 集 , 用 .of 表示 忒 的 一 切 爹 
六 了 集 所 成 的 类 ，.af 中 的 元 依 平常 集 的 包含 关系 己 成 一 于 序 集 . 
我 们 要 证 明 ,wt 有 一 极 痰 元 . 

假如 不 然 , .中 无 航 大 元 , 那么 对 .殿中 任 一 元 4， 肌 于 不 是 极 
大 元, 都 存在 的 一 元 4 关 4, 使 41 二 4， 令 

和 =AiAe, AAA, AdA 【th 

由 {8 |AEA】 是 . 闪 的 一 族 非 空 了 类 ， 据 定理 1. 5.2， 存 在 脆 射 
jf > 使 得 了 AE 入 4A Ef)， 由 和 她 4 的 定义 肥 知 ,A( 才 并 4 
1 二 A(CAE.A)， 据 本 节 例 3，. 的 每 一 非 空 全 序 了 集 便 存在 上 
确 界 ,于 是 根据 定 开 1 5.1, 在 在 一 个 元 4Eez, 使 了 Ao) = ds， 据 
路 身子 指定 义 , Fa4o0) 2 但 F40 天 do 矛盾 ， 收 定理 的 结 认为 
真 ， 证 毕 . 

Zorn 引 理 ” 设 七 为 非 空 半 序 集 , 若 了 的 每 一 非 空 会 序 子 集 有 


和 


ee i 


.上 确 界 , 则 卫 有 极 大 元 . 

证 明 根据 定理 1. 5.3， 廊 有 一 极 大 倪 序 子 集 革 bo， 令 加 一 
sup 世 0, 任 取 一 元 zE 和 ,满足 mm 扫 i 苦 zEXo 刚 集 工 ,LU1z] 为 一 全 
序 子 集 , 它 包含 于 作为 真子 集 , 这 与 天。 为 极 大 全 序 耻 集 了 矛盾 ,页 
xE 瑟 0， 驳 因 为 mm 均 瑟 "的 二 确 界 ， 套 * 安 z。、 据 半 序 梨 的 条 件 
2),zx 二 xo。 页 16 为 了 的 极 大 元 ， 证 毕 ， : 

类 似 地 有 关于 下 确 界 和 极 小 元 {存在 性 ) 的 引 理 . 

Zorn 3 引 理 在 泛 将 分 析 的 基本 理论 中 常 要 用 到 , 是 证 明 别 的 一 
些 定 理 的 基础 . Zota 9l 理 和 Zermelo 选 择 公 理 是 等 手 的 , 剩 下 的 
证 朋 可 参看 参考 文献 [11]. 


习 题 1.5 


斌 证; 设 六 为 韭 空 六 序 集 ,车 及 的 每 一 非 空 爹 序 子 集 有 上 界 , 则 六 右 棋 大 
元 (2orn 引 理 的 另 一 种 形式 )。 


~ 人 呈 


第 一 章 点 集 

因为 我 们 费 研 究 的 是 一 般 的 个 自 变 数 的 实 值 薄 数 ,所 以 , 必 
须 对 8 维 欧 几 里 得 (Euclid) 空 间 中 的 点 集 (简称 点 集 ) 的 理论 加 以 
讨论 ， 同 时 ， 这 也 是 为 过 论 点 集 的 测度 问题 做 准备 工作 ， 第 一 章 
关于 集合 的 一 般 结 果 ， 自 然 对 点 集 适 用 ， 本 章 将 进一步 过 论点 集 
所 特有 的 一 些 性 质 , 其 中 有 些 性 质 我 们 在 数学 分 析 中 已 有 所 了 解 . 
为 了 讨论 问题 的 需要 ,本章 先 介绍 2 进位 表 数 法 ， 作 为 预备 知识 ， 
然后 再 这 论点 集 . 


§2.0 户 进 位 表 数 法 
本 节 寻 介绍 多 进位 表 数 法 ,然后 再 克 立 一 个 定理 . 
3 Cp=1 将 闭 区 间 L0， 1 均 分 为 多 有 段 【图 2. 9,. 1 时 一生 


工 


一 : 
0 一 Ci Ci CIC: Ct CE 1=0!~0? 
图 32.0.1 


的 情形 )， 沙 z 不 是 分 点 ,有 即 z 属于 某 个 Ca， Ca :1 (ai 是 小 于 了 的 
非 旬 整数 ), 则 * 的 第 一 位 小 数 记 为 的 车 x 一 Oi(1l 过 ?所 8 一 1) 龙 
一 个 分 点 ， 中 sELC DO 人 EC Cri41tj， 此 时 ?的 第 一 位 小 数 的 
取 法 有 两 个 ， 即 i 一 1 和 计 我 们 称 育 @ 一? 一 1 时 为 第 一 钟表 未 
潜 , 取 al 一 i 时 为 第 二 种 表示 法 ， 坝 设 已 取 定 了 其 中 一 种 ， 于 是 又 
可 用 分 点 个 =034,,03,…,08-1，03 二 04,+1 将 闭 区 间 LCs,, Co 
均 分 为 了 段 ,车 半 不 是 第 一 次 分 割 时 的 分 点 ,也 不 是 第 二 次 分 割 崔 
的 分 点 ,好 z+ 属于 某 个 (035,, 3,11) (9s 是 小 于 了 的 非 氏 整数 ), 则 x 

+» 3 


.ur . eh de 


的 第 二 位 小 数 记 为 aa 和 范 > 不 站 第 一 次 分 割 时 的 分 点， 但 却 是 第 
二 次 分 割 叶 的 分 点 , 即 zE[C3_ 3 C5 门 [C3 CS 一 D)， 峙 
z 章 第 二 位 小 数 的 取 法 有 两 个 ， 册 一 1 和 也 若是 第 一 次 分 基 
时 的 分 点 ， 且 x 的 第 一 位 小 数 到 为 一 1 了 时， 即 取 [Ci Ci 口 = 
[Cl ec 时 , 则 z 的 第 二 位 及 第 二 位 以 后 的 小 数 均 为 3 一 1 车 2 
是 第 一 次 分 割 叶 的 分 点 ， 且 的 第 一 位 小 数 取 为 亡 时 , 即 取 [02,， 
O34]==[C, C4 J 时， 风 z* 的 第 二 位 及 第 二 位 以 后 的 各 位 小 数 均 
为 0 如 此 碟 休 目地 作 下 去 , 如 果 = 永 选 不 是 分 点 ,出 
六. 
册 表 水 法 是 唯一 的 ,如 果 zx 是 第 万 次 的 分 点 ， 而 不 是 第 一 1 光 的 
分 点 , 则 
a 《了 -一 让 (2, 0， 1 
Og0a or be- 1 00 
有 疯 禹 表示 鞭 . 
量 然 , x* 是 第 次 分 割 的 分 点 全 2 天 (和 是 小 于 处 的 正 性 


数 )， 国 此 ,YzE (0 1， 车 * 拓 让 (m 是 小 于 8* 的 正 奖 数 ，%=1， 

2,…), 则 可 唯一 地 类 成 进位 无 穷 小 数 的 形式 : 
T=. a- 

而 如 果 > 是 于 之 形式 ， 则 它 就 有 两 种 表示 波 ， 

下 面 苞 们 来 说 明 ， 对 于 任意 一 个 由 小 于 jp 的 非 负 整数 作成 的 

“地 列 ， 
Ota (2. 0. 2 

也 华表 示 [0, 七 上 的 一 个 确定 的 点 ， 令 


为 小 于 了 的 非 负 整数 ,1 一 1,2,…]}. 
(2. 0. 3 


是 8 一 0.aiGoaaEd， 我 们 总 可 以 按照 ya, ga 从 
于 述 的 区 间 分 割 过 程 中 挑 由 一 曲 逐 个 包含 的 六 区 间 序 到 : 

[0, lOO Ch OLCS,, Ca DO OLCs,, C 
其 中 ，o 是 小 于 了 的 非 负 整数 ，[Cy., 03.: 的 长 度 为 (a 1 


2，… 小 由 于 元->0 (&->co), 据 数学 分 析 中 的 闲 区 间 套 定理 ， 丰 在 
唯一 的 点 xEL5C% ,C3 ,1]CE0,1] (xa=1,2,). YP A3y—2E 
50, 1]， 则 妆 是 4 到 [0，1] 上 的 上 映射， 但 当 = 0.8402…ay_ 本 
(p— Dg— De ga=0.aa..0r (br 1)00， YE 让 扩 半 
时 , 却 有 多 (81) 二 几 (ya)， 这 说 明 妆 不 是 4 到 [0;1] 上 的 一 一 也 射 ， 


这 里 千 要 特别 指 旧 的 起: 
PAS30.CF OD DlELd, ， 
yp, ASO.00..0 50EF0, 1], 


车 ?=10, 则 所 有 a 都 是 由 数字 0,1,2,…,9 作成 的 ， 得 组 的 
就 是 普通 的 十 进位 表示 匡 ， 如 果 p=2, 则 w 是 0 或 1， 这 就 是 二 
进位 玫 示 法 . 

定理 2.0.1 设 B 是 由 0,1,2,…, (p 一 1) (2 是 大 于 1 的 任意 
正 整 数 ) 这 个 数字 所 排序 列 之 全 体 , 即 

B= {aas ys) ae {0 1 2 (7— DD} ,t=1,2,.*)) 

(2. 0. 4) 
则 至 一 党 ， 

证 明 显然 召 = 4 (4 指 集 (2, 0. 3)), 于 是 只 要 证 明 4 = 铃 即 
可 ,在 了 进位 表 数 靶 中 我 们 约定 遇 到 x 是 分 点 的 情形 ， 都 用 第 一 
种 表示 法 ， 按 此 约定 ,，YzE(0, 1) 有 了 唯 一 的 和 进位 小 数 0.aiasas… 
di…( 夫 中 a; 为 小 于 克 的 非 负 殉 数 侍 一 12 与 之 对 许 。 证 

Pp (01) Drm dd 


则 pg 是 从 09, 了 到 筷 中 的 一 一 映 里 ， 今 


A*= Hp) = {P(r)| zeE 0,1)} CA, 
则 (0,1D) 一 4r*， 故 到 = 站 ， 仿 


7 一 和 ze= 肥 |m 为 小 于 伙 的 正 整 数 ， 2 一 2 ， 
则 了 是 可 数 集 ， 但 4 一 4 UfoT， 即 4 一 4* 是 可 数 集 ， 又 四: 
为 4=(4 一 4*) Ud*~A*, 压 4 二 只 ,证 毕 . 

推论 2.0.2 设 

D={(a ,ay Gs) [GE{0, 1}, i =1, 2,.}, {2.0.85) 

则 万 = 兴 ， 

这 是 因为 万 是 (2.0.4) 中 8=2 的 情形 ， 此 推论 今后 常 要 用 
到 . 

例 ”证明 定理 1. 4.10, 即 证 明 中 一 28"。 

证 明 因为 23 -2xo(N 为 自然 数 集 )， 所 以 只 要 证 角 2*~D 
CD 指 集 02. 0.5)) 如 可 ，YN*E2N ,使 

gp: Ns(g, Gans ge)ED, 


则 2x~D。 证 毕 ， 


$2,1 关 维 欧 几 里 得 空间 及 其 中 的 点 集 
所 请 维 欧 几 里 得 空间 ， 是 指 由 *% 个 实数 所 作成 的 有 序数 组 
(Ti Xzs "ya 的 全 体 所 成 之 集合 民 "*, 即 
R*= {r= (Cr, rep Kn) [FE CO—00, 0) ,t=1,2,., 1}. 
Rs 中 任 两 点 “= 《zz2 9 二 (所; pg) 之 间 的 距 : 


| [or 了 了] 
Po 的 = 全， 一 | 
f 


容易 江上 明 , 对 任意 的 2z,y,%ER", 靖 数 pC ,*) 满 是 : 

1 plrs 2 0, pr := 007=y 【《 非 负 狂 )7 

2) Ptr) 三 P(yy WX) 《对 称 性 ); 

3) p(x P(r DD) Tp(z9) (三 角 不 等 式 )， 

一 般 地 ,如 果 对 一 个 非 空 集 能 31 进 满足 条 人 与 一 3 的 国 数 p， 
妇 称 此 入 食 为 以 P 为 距离 的 论 录 空间 {或 称 距离 空间 ). 及 " 是 度量 
空 疝 的 一 个 简单 的 例子 . 

”我 们 上 先 引 进 点 集 的 一 些 基 本 概念 , 并 对 其 性 质 进 行 一 些 

if 论 ， 

定义 2.1,1 设 zoeR*，5>0。 集合 {zxzER"”*, 有 ptr,xo) 
之 四 半 做 记 o 的 - 邻 域 ， 记 为 OUzoy 9)， 

定 炙 2.1,2 设 科 (他 一 1 2 有 "， 昔 Yem0， 了 3 自然数 
0 对 大空 和 时 ,zsEOtzye)， 就 称 点 出 ze 以 伊 于 *， 称 2 为 后 列 
{zs} 的 极限 , 记 作 limz 一 或 Yo 下 >09)， 

显然 ,Tim zx 一 263?1imP Cris 2 一心， 

定义 2.1.3 设 点 集 寻 CR 20 = sup plz, 办 称 为 于 的 
直径 , 当 引 于) 一 + ce 全 , 称 形 为 有 愉 集 ， 

显然 ,了 到" 中 占 集 开 有 异 尖 30D0g0 人生 用 "使 用 考 中 (ro 的 ， 
其 中 zo 是 我 * 中 的 某 一 点 ,>>0 是 某 一 个 常数 ， 

定 久 2.1.4 设 点 集 BCR", PER*, 车 36>0, 使 CIP) 
CE, 就 称 Po 为 点 集 亚 的 一 个 内 点 ， 

吾 的 全 部 内 点 所 成 之 集 称 为 吾 的 内 咸 , 记 为 如 ， 

替 如 二 8*， 就 称 上 为 开 集 ， 规 定 空 集 是 开 集 ， 

开 集 的 基本 性 质 是 : 

定理 2.1.1 

i) 室 集 和 全 空间 于: 是 开 集 ; 


让 


2) 任意 和 甸 个 开 集 之 并 为 开 集 ; 

3) 有 限 个 开 蘑 之 交 是 开 集 ， 

证 明 1) 是 显 然 的 ， 现 在 证 明 分 , 设 {98,1aE 站 } 是 任 党 一 族 
开 集 , 要 证 G= 蝇 4 是 开 集 ， 设 zxEG， 则 3eu&z ， 使 xzGGs， 因 


Ga 是 开 集 ， 所 以 30>0 使 Ofz0CGsCG 故 xz 好 CCG 
但 是 自然 有 名 C8, 记 以 B=， 这 说 明 如 是 开 集 . 


生 
再 证 明 3), 设 Gb GyGax 为 开 集 ,要 证 G= 站 对 是 开 集 . 不 
二 1 


失 一 般 性 ， 只 归 就 和 非 空 的 情形 还 明 部 可 ， 任 取 zEG， 则 和 玫 导 

[一 二 2, 从 而 有 正 数 ;使 O06) CO, i 二 1, 2,,k. 取 

一 min6;, 则 56>0, 且 0(z,)C [1G;=G. 胡 zEG, 即 GCG 
leieE {=1 


Eo 
但 是 自然 有 G8"CG, 所 以 G 一 名 ,这 说 明 G= 门 台 是 开 集 ， 证 毕 . 
t=l 


注意 ， 无 限 个 开 集 的 交 不 一 定 是 开 集 ， 例 如 站 (一 地 , 地) 一 


t=1 
{0}， 其 中 每 一 项 (一 二 ,地 ) 都 是 恨 ' 中 的 开 集 ， 但 它们 的 交 却 不 
是 R' 中 的 开 集 . 
定义 323.1.5 设 a=(a, go) 8 二 (Di, Day ons Bn)ER". 且 
< 乓 站 全 12 有)。 
碟 集 {2 二 (C21 Ta a) | bi 二], 2 2. 1 1) 
称 为 R" 中 的 于 区 癌 ， 记 为 (4, 四 或 (815 B13 G2, Da "rns Da) 
点 集 {z= (Wa) | Tb 
称 为 RR* 中 的 内 区 间 , 记 为 La, 5 或 Lays Ban D239 04 
点 集 {f= C8 ma 
多 为 RR* 中 的 左 开 右 闭 区 闻 , 记 为 《056 或 人 010013 Ga pay oy ns Daj: 
点 集 {2 二 {gy a | 
» 40 。 


称 为 及 "中 的 左 闲 布 开 区 间 , 记 为 Ta, 机 或 [api ep Bo 3 go 和)， 

了 "中 的 志 开 溃 闭 区 间或 堪 六 右 开 区 间 统 称 为 及" 中 的 半 开 
尘 闭 区 闻 . 

点 集 (2.1 也 以 及 把 (2.1. 了 D 中 的 任意 个 “之 "号 换 成 “所 "号 所 
得 到 的 点 集 统称 为 区 间 ， 当 无 必要 区 别 是 何 种 区 间 时 ， 就 统 记 作 
二 得 

洲 于 区 间 < By tas O23 "3 ns Oa?s 我 们 把 8 一 a:tt ==1， 


2，…, 区 称 为 区 间 了 的 第 衬 个 边 长 ; 反 | 立 (ads 称 为 区 间 7 


的 对 和 角 线 长 ; 把 边 长 积 | C8; 一 4) 称 为 区 间 了 的 体积 , 记 作 1 


旺 吕 地 , 当 % 二 1 时, 1 就 是 区 冶 的 鲸 度 , 当 % 二 2 上 时, [| 着 就 是 区 间 
年 面积 ， 规 定 空 集 的 体积 为 零 . 

注 1 定义 2.1.5 中 允许 a;= 硬 .因此 , 独 点 集 是 一 个 河 荆 铜 ， 

也 是 除 闭 区 问 外 的 任何 一 种 区 间 ， 另 外 ,按照 上 上述 定 葡 ,所 有 
区 癌 部 是 有 界 集 ， 

注 2 初等 数学 和 数学 分 析 中 所 说 的 无 限 区 间 ， 例 如 《一 5， 
-co)，(o ceo)，[e 十 ooe) (一 oo 有 《一 co (ep 为 任意 实 
数 ) ,按照 定义 2.1. 5 的 规定 ,都 不 是 区 闻 , 今 后 凡 说 区 间 ， 若 无 特 
别 声 明 ， 均 指 在 定义 2.1,5 的 意 多 下， 得 在 专门 讨论 民 ' 中 的 点 
集 时 ,为 了 叙述 方便 起 见 ,往往 和 将 上 述 几 种 类 型 的 集合 仍 看 作 (或 
称 作 ?是 号 ' 中 的 (无 限 ) 区 间 ， 

定理 2.1.2 及 "中 的 任意 一 个 非 宝 开 和 集 均 可 表示 为 可 数 
个 互 不 相交 钧 左 开 右 闭 区 间 之 并 . 

证 明 首先 ,站 宙 邻 

下 s Tn) {RT (E11, 
i 二 1,2,*'", 7R}, 
» 4 


ET! eH Fr pier eth hr ee PT 


其 中 庆 EZ( 整 数 集 ) ,1 二 1， 2， "oy 由 于 这 些 区 间 所 成 之 集 
{Tr Egy | kiER, i =1,2,°*-, 2} 

可 数 ， 因 而 可 将 这 可 数 个 左 开 右 闭 区 疗 重 新 编号 记 作 了 ,1 了,…， 
To 显然 RR"= [D7 且 1ND1=B(i 关 访 ， 于 是 民 "* 被 分 成 
了 可 数 个 互 不 入 交 的 千 个 边 长 均 为 1 的 左 开 有 闭 区 闻 ri 7:,… 之 
并 ,并 且 基 中 有 一 个 区 间 为 (0,430,13…;0, 让 . 《我们 把 这 样 的 一 
到 堪 开 右 闭 区 闻 {Gi 二 12,"…) 称 为 RR" 的 起 点 为 原点 ( 即 0= 
(0, 0, "yg EtE 有 RD) 边 长 为 { 的 六 开 右 闭 区 间 分 和 解 ). 

其 次 ,Y 自然 数 色 设 R" 的 起 点 为 原点 , 边 长 为 奋 的 左 开 有 闭 
区间 分 解 为 {1 站 - 

在 { 玉 } 中 取 所 有 包含 于 全 的 左 开 右 闭 区 词 记 作 {J$}， 再 看 
{79 中 取 所 有 包含 于 6 一 ( | 巍 ) 的 左 开 右 闭 区 间 记 作 {7 和 ,然后 


在 {中 中 到 所 有 包含 于 9 一 ( U 3)-( U 月 ) 的 左 开 右 闭 区 间 记 
+- + 
作 {7 委 ,如 此 继续 下 去 . 


显然 ， 绍 大 {9 办 ;人 昌 ; 下 中 大 大小 小 的 所 有 左 开 有 闭 区 
合 为 可 数 个 ,并 且 这 些 左 开 右 效 区 间 互 不 相交 ,把 所 有 这 些 左 开 可 


阅 区 间 重 新 编号 记 作 二 J，…,Jm,…， 下 证 G= |【) J 


mul 


由 上 面 的 选取 过 程 立即 知 韦 JsC6, 再 下 GC [Js: YzmEG， 


由 如是 开 集 知 , 36> 0 使 Ofzo 有) 王 G、 另 一 方面， 对 每 个 自然 狼 
忆 ， 基 "的 左 开 有 闭 区 间 分 解 11 间 中 显然 有 唯一 的 一 个 左 开 右 闵 区 
条 下 ,包含 避 , 并 且 开 富 汪 1 导 当时 ,3 的 对 角 线 
长 起 于 0， 所 以 ,自然数 和 ,使 Te, COUwo, 纺 二 人 和， 不 入 设 和 是 
廊 是 .CG 的 最 小 的 为 则 是 {Zj 中 的 左 开 者 闭 区 间 


-42 ， 


表 nmE1 CU To 从 而 CC Ur. 总 之 ,G9 出 7。 证 毕 . 
th=l1 后 一 上 m=1 


注 R* 中 非 空 开 集 G 的 左 开 右 闭 区 闻 分 解 显然 不 是 队 
一 的 ， 

定义 2.1.6 设 点 集 CR", PoER"， 车 企 给 ~>0, 都 有 
oP, ON BA OCPo,D NE FE, 就 次 Po 是 下 的 一 个 过 

再 的 边界 点 的 爹 体 册 做 召 的 边界 。 记 为 到"， 

显然 , 瑟 " 一 ( 吾 

定义 2.1.7 设 点 集 CR", PER", 敬 YY6>>0, 痢 有 

(OPo, OO— {Po ) NEA, 

则 称 Pt 为 的 极限 点 . 

五 的 全 部 极限 点 所 成 的 集合 你 为 吾 的 导 祭 , 记 为 吾 。 

屁 然 , PoE 吾 全 Y0>0,O(CPo 人 0 门 五 是 无 限 集 ， 

定 光 2.1.8 设 点 集 CR", PoEEB, 芝 38>>0, 人 使 

(OPo, 0) — {Po NE=Y, 

则 称 Po 是 号 的 狐 立 点 ， 

岩 集 豆 的 每 一 点 都 是 隆 立 点 , 则 吾 就 称 为 缴 立 点 集 ， 

显然 ， 是 为 孤立 点 集 洁 EN = 这 

定 允 2.4.9 设 点 集 BCR"，PoER*, 若 Y60 CCPo ec 站 
二 天 局 ， 就 称 Po 为 的 接触 点 ， 

如 的 一 切 接触 点 所 成 之 集 叫 做 四 的 闭 包 , 记 为 了 

显然 ,B=BUE'= 二 BUB*=EUE"=[ (8°)"], 

定理 2.1.3 PEE'<-=>E 中 有 各 项 互 异 的 点 列 {Pr} (Pe Po， 
下 二 1,2,:…) 收 襄 于 Po. 

证 明 “<-"; Ye 半 0, 习 自然 数 如 当主 可 时 ,有 P10(P,,#)， 
HocpP,, NE 为 无 限 华 ， 改 PEE'. 

- 1 + 


: 令 到 = 元 >>0， 由 于 吕 (P6 站 百 是 无 眼 集 , 任 取 一 -点 . 
P50tPo, 6 NB 一 {Poe}, 及 由 村 OCP,52) 人间 肾 臣 无 限 集 ， 企 下 一 
感 PsED(CPo, SY) NE— {P,P}, WM PAPs, BPA Po(i=1,2).— 
般 说 来 , 设 符 合 上 述 要 求 的 Pi Pa,*… ,Pi 已 经 取出 ， 

PEO(Po, SINE— {Po, Pos Pe} (i=1,2,.,k), 
由 于 OCBo,6440 站 六 是 无 限 集 ;从 将 可 取 

PiriEO Po, des} NN Bo— {Po, Pi, Ps r,s Pil- 
四 数学 扫 纳 法 ， 我 门 就 从 如 中 得到 了 一 个 各 项 互 不 相同 的 点 下 
{Pi}, 
PEOCPo, SYN BE— {Po, Pe, Pre} {f= 1,2,.). 
Ye> 0 自然 数 加， 使 三 过 e; 从 而 , 当 4 时 ,有 
PiE0{ PF )c 0( Po 元 )COCPoe)， | 
改 HmP: 一 Po 证 毕 

定理 3,1,4 设 CB, 则 4'CB', AICB’,ACE. 

证 了 ”可 击 定 允 直 接 扒 得， 

定理 2.1.5 {4UB)'-……A'UB', 4UB=AUB, 

证 明 1? 因 ACAUB,BCA4UB, 由 定理 2.1.4 轩 ,4'CC{ 兴 
UB)，B'CCAUB)， 从 而 4UBC(AUB)'， 另 一 广西 住 联 
PC CAUB)' ,假设 PE4'UB', 则 PEA', 且 PEB', 寺 是 ,432 这 0, 使 
(OP,e) — {PD NA=E; 了 es 和 使 (OP 2) — {PN NBS SS. 
取 2: -m1n{er, esr， 由 上 

[OP, OD) — {PIONAIULO TP, eo) — {PNB] 

= (OP, a) {PN AU B= 2, 
这 说 明 亚 ETf(4UUB 0 与 PEGAUB)' 针 居所 PEA UB'. 
UB CAUB 综合 以 上 两 个 方面 ; 昌 得 (4U BB 下 凯 B'. 
4 


一 (A4U 4D UCBUB)=4UB, 证 毕 ， 

定理 2.1.6 (Bolzano-Weierstrass 定 理 ) ”RR* 中 的 有 界 点 
列 必 有 收效 子 列 . 

证 明 ” 设 位 加 } 一 {( 人 各 7 由 是 及 ?中 的 尾 一 有 和 扼 点 
-到 , 则 每 个 {e 吕 人 一 盖 2 说 都 是 有 界 数列 ， 据 月 ' 上 的 Bolzar- 
no-Weierstrass 定理 , {2 多} 有 收 钙 子 列 {22} ,其 中 人 :是 自然 数 
列 { 如 的 子 数列 , 作 {x “站 的 子 列 

{0} = { (rH, ED, 
其 中 {zej 是 次 误 数 列 . 辐 理 ， 册子 fego) 是 有 异 数列 ， 所 以 ， 
{zu} 有 子 列 
二 工人 (外 WE, ER )} ， 
此 中 {2 名 是 收 伍 数列 ， 此 时 ， 由 于 位 扣 } 是 {2 中 的 子 列 ， 从 而 
{zf2} 也 是 收 襄 数 列 ， 如 此 一 盐 进 行 至 第 % 步 ,就 得 到 {7 的 
千克 
fen = {a ,rE ,oo LD) )}, 

其 中 {z 人 一 1，2， 必 都 是 收 做 数列 得 {zp 人 有 收 总 于 2， 
一 2 记 2 由 不 等 式 


本 
故 
人 -| > ， nn LV 和 IT 人) 一 元 名 
il1 1 号 让 瑟 癌 


知 frso)} 收 敏 于 zx. 证 毕 ， 
注 设 {z 人 一 Tryz 和 ex) 是 下 ”中 的 一 个 所 列 ， 
空 一 (21y ta 8o) 是 R" 中 的 一 后 ， 出 三 鱼 式 
max [sz —ril ps, -全 pal) 
Ee nmaxlr 一 和 | (YEEIN) 


I 守 # 臣 


。 45 * 


可 以 捍 出 ， 


lim wth we lim Tt 二, (一 二 
PE 


各 二 


ER" 中 点 亨 的 收 敦 等 价 于 按 ( 每 个 ) 誉 标 收 谎 . 

用 定理 2.1.6 立即 得 到 

推论 2.1.7 Rr" 中 的 有 界 无 限 点 集 到 少 有 一 个 极限 点 . 

证 明 庶 召 是 及 * 中 的 住 一 丰 界 无 限 点 案 ， 则 可 从 吾 中 取出 
一 个 各 项 五 异 的 有 界 点 列 {fzij ,于 是 {ze 有 收 苞 子 列 : 设 夫 收 
化 于 z, 田 于 {zr 也 是 吾 中 各 项 互 蜡 的 点 列 , 因 此 ,2 是 吾 的 极限 
点 .证 毕 ， 

定义 2.1.10 设 点 集 2CR*， 若 也 局 及, 则 称 召 为 团 集 ; 车 
CE', 则 称 吾 为 让 密集 ; 若 避 = 可, 央 称 吾 为 定金 业 . 

从 定 浆 可知, 空 舍 周 是 闭 集 , 也 是 完全 集 . 

定理 2.1.8 点 集 六 ,上 是 闭 焦 . 


证 明 1” 设 PECB8)', 则 Ye>0， of ,和 NP 是 无 限 保 ， 
任 取 PEO{P, 全 )nB' 一 {P}, 则 PxP, 且 PE， 于 是 


0(P,, 如 )N 5 是 无 限 集 但 0(Pis 允 )SO(P,6)， 所 以 0(P,5) 
站 如 让 天 限 集 ,从 而 , PE。 这 说 明 (B)'C 妈 。 衣 妈 是 闭 集 ， 

2” 因为 ( 怒 '= (BU)'=='U (BD)'= 色 CB, 故 卫 是 闭 集 . 
证 毕 . 

推论 2.1.9 点 集 吾 是 培 集 号 吾 一 疡 

证 明 “一 ”: 瑟 沁 闭 集 , 即 下 书 百 ,于是 旦 一 吾 出 克 一 

“< 因 户 = 百 一 UB 所 以 DEB'， 故 六 是 闭 集 ， 证 毕 . 

定理 2.1.10 点 集 下 是 闭 集 千 所 是 开 生 . 

证 明 “>": 因为 (Bo) "一 (了 )* 一 ,大 r 是 开 集 . 

<"; 因为 有 一 [(Boo]*= (Po 一 玉 ， 故 加 是 闭 集 ， 证 毕 - 
和 可 五 


i rr 一 


其 实 ,定理 2.1. 19 也 就 是 说 ， 闭 集 的 余 集 是 开 集 。 开 集 的 余 
案 是 采集 ， 

闭 集 的 基本 性 质 如 下 ; 

定理 2.1.11 

1) 空 集 和 全 空间 民 "是 闭 集 ; 

2) ”任意 多 个 闭 集 之 交 是 闭 集 ; 

3) 有 限 个 闭 集 之 并 是 闭 集 . 

证 明 1) 显然 

2) 设 {Ps|oE 三 是 作者 一 族 闲 集 , 要 证 了 一 | ] .是 闭 集 


因为 ， 玉 = | 天 是 开 集 , 故人。 是 闭 集 . 

3) 设 矶 ,Fs 是 闭 集 要 证 P= 是 闲 集 ， 国 为 
p= NN 是 开 集 , 放 = [| 1 是 闭 梨 ， 证 毕 

注意 无限 个 闭 集 之 并 不 一 定 是 闲 集 ， 便 如 [| 于，1 一 二 | 


一 (0，])， 其 中 每 一 项 [地 ,1 一 地 | 都 大 有 ' 中 的 用 集 ， 而 它们 的 
并 (C0, 了 D 却 是 展 ! 中 的 开 集 ,不 是 半 集 . 

定义 2.1:11 设 万 是 一 集合 ， 人 NW 二 {Hlae 站) 是 一 涛 集合 ， 
车 LM 一 5， 则 称 纹 是 吾 的 一 个 矣 闵 , 共 中 当 厂 是 有 限 集 或 可 数 
并 且 友 的 子 族 &b, 也 是 百 的 首次 ， 则 坎 贷 , 是 覆盖 信 ( 关 于 瑟 的 地 
列 盖 . 

和 如果 恨 * 中 的 开 ( 闲 ) 集 族人 NY 是 R" 的 子 集 吾 的 履 熏 , 则 称 代 是 
奋 的 开 (亲政 六 


re Fr 


定理 2,1.12(Borel 有 限 材 益 定理 ) 及 "中 有 错 闭 集 的 每 一 


二 


开 徐 盖 都 有 有限 子 覆 瘟 . 
证 明 设 玉 臣民 * 中 的 一 有 界 闭 集 , 愧 二 ,JatET 厂 } 是 下 的 任 
一 开 和 覆盖 . Yo >0, 作 民 " 的 起 点 为 原点 ， 边 长 为 = 的 左 开 右 闭 


区 间 分 解 {I,}， 令 F=FNT,,i=1,2,.: ” 出 五 有 界 知 最 多 只 有 
有 限 个 不 空 , 设 这 些 不 空 的 了 i 流下 则 六 被 分 成 了 
有 限 个 购 两 不 诡 而 直径 小 于 o 的 集会 让， 下 ，…，, 下 之 并 ; 下 二 


UU Fi， 我 们 称 此 分 解 是 五 的 一 个 直 答 小 于 0 的 有 限 分 解 
反 证 法 ， 根 设 和 % 中 任意 者 限 个 开 集 都 不 能 覆盖 PR，Y 自然 数 
和 作 万 的 直径 小 于 二 的 有 限 分 解 : = | P， 则 至 少 有 一 个 PF 不 


能 被 信 中 任意 有 限 个 开 集 所 覆盖 ， 记 此 下 为;， 任 取 EF 
全 二 1,2，…), 作 点 列 {zj ,由 下 有 界 知 {zs} 是 有 界 点 列 ， 从 而 {zs} 
有 收 化 子 列 {z%,}， 设 其 收 皱 于 zo， 由 五 是 闭 集 知 zoEF， 于 是 有 
oS 使 x20EG6, 因 G6 是 开 集 ,所 以 3e>>0， A CO 

由 于 lim zx; 一 za 所 以 3io, 使 5， ,Solm 号)， 且 志 - -< .又 因 交 


¥ 了 生生 (em。 下) 有 
PT TO EP 22 +P (To, » Xo) 一 天 -十 二 < 全 :=e 
ii Li hins 0 天 2 加 字 由、 


所 以 ， FuColzuw 下 寺 )cotoecc- < 涪 , 这 与 Pu 的 定义 予 


盾 , 于 是 定理 得 证 .证 毕 . 

定义 2.1.12 设 4,B 是 RR* 中 的 两 个 点 集 , 营 吾 中 每 个 点 的 
任 一 邻 域 中 都 含有 集 44 的 点 ， 就 称 44 在 吾 中 釉 密 . 当 吾 = 及 "时 ， 
即 44 在 有 R" 中 处 处 稠密 时 ,就 称 如 是 及 * 中 的 稠密 集 . 

定理 2. 1.13 12 点 集 4 在 五 中 稳 密 一 并 一 五 ; 

2) 点 集 44 在 五 中 铀 密 全 YzEE， 有 4 中 的 点 到 13， 各 一 和: 
四 


一 -一 .一 一 一 hip- 二 me ai 一 “一 


>) ， 

证 胃 留 为 可 是 

定义 2.1.13 设 点 集 4CR", 若 44 不 在 于" 的 任何 一 个 非 空 
的 开 集 中 香 密 ,就 你 4 为 跪 朗 集 , 或 称 为 无 处 租 密 焦 . 


这 个 定义 中 的 韭 空 开 集 可 以 换 成 铝 域 . 
人 下面 誉 -个 民 ! 中 的 重要 的 疏 朗 和 洗 全 集 的 例子 ， 


1 2 1 2 工 2& 
9 9 3 9 
仁 t 才 一 一 全 人 一 一 一 一 一 一 一 -HA 


图 2.1.1 Cantor 栈 朗 完全 集 构 和 井 示 音 图 
Cantor 三 分 集 ”将 闭 区 间 [0, 1 用 分 点 村 ,了 三 靠 分 , 删 去 中 
浏 的 开 区 间 ?= (二 ， ee [2 
话 均 为 二 ;把 剩 下 的 两 个 困 区 间 分 别 再 三 等 分 , 再 各 删 去 中 间 的 开 
. 2 [1 。 1 | 
RH: I- ): 7=( 本 ,号 )， 剩 下 四 个 闭 区 间 : | 0 六 
季 : 训 | 入" 百 | 了 "1 其 长 度 均 为 各 各 此 继续 作 下 去 ， 在 第 
衣 次 二 等 分 时 王 二 的 2a-1 个 开 区 间 ( 称 为 第 级 区 间 ) 是 : I 们 = 
1 之 cl 一 7 站 本 Im __ 3 一 名 3+# 一] _- 
{高 :部 sd (二: ， 1 22.1 一 (= EE nh 呈 Tn =1, 2,: 0 
剩 下 的 2 个 阴 区 间 的 长 度 均 为 二 Ca= 1 2，…)， 这 样 便 得 到 所 
亩 Cantor 三 分 集 Po 与 Cantor 开 集 Cof 所 有 被 删 法 的 逢 区间 之 并 ): 
GUITEUTe 吕 … 加 UT :: "LT ee, 
P=[0,1J] 一 Go 一 [0,17 门 Gi 是 闭 集 , 
Cantor 二 分 华 Ps 有 可 下 性 质 ;: 
1。 P, 昆 完 全 储 ， ”只 需 再 证 P 是 自 密集 ， 即 PuC Pi 由 
.Py 局 定名 项; 在 筑 有 次 删 去 2 个 开 区 鹿 后 , 璋 下 的 2" 全 闲 区 间 


» 或 仿 昌 


的 长 度 均 为 吉 (n 一 1,2,…)， 记 这 2? 个 闭 区 间 分 别 为 15(i 一 1, 2 


2), 于 是 YwEPo, 及 Ye 之 0, 总 有 自然 数 m 存在 , 使 二 ;<<e, 且 
xE 基 个 1 (si 和 2 ， 从 而 ,下 ,CDO(zye)，, 因 闭 区 间 天 ,的 两 个 
端点 都 是 属于 Po 的 点 , 因此 (OCz,e) 一 42)) 站 Po 天 厅 、 即 xzEPh 
这 说 明 Po 是 自 密集 ;又 因 为 Po 是 闭 集 , 故 Po 是 完全 集 . 

2” P 是 朴 妆 集 ，” 因 P,P 不 能 包含 民 ! 中 的 任何 一 
邻 域 ,所 以 ,P, 不 在 RR! 的 任何 一 个 邻 战 中 黎 密 , 故 Po 是 朴 朗 集 . 

由 1”、2° 知 ,Cantor 三 分 集 Po 是 民 ! 中 的 栈 朗 完全 集 . 

3” 瑟 ,= 中 事实 上 , 者 对 于 (0， 了 上 上 的 点 使 用 三 进位 表 数 
法 , 则 第 一 次 三 等 分 区 间 [0, 也 后 删 去 的 点 是 第 一 位 小 数 出 现 1 的 
点 ， 第 二 次 三 等 分 所 剩 朵 区 闻 后 删 去 的 点 是 第 二 位 小 数 出 现 工 的 
点 ,依次 类 推 ,在 [0, 器 中 取出 Go(G 是 所 有 被 员 去 的 开 区 间 之 并 ) 
后 ,所 余下 的 点 除 三 等 分 区 间 的 “分 点 "外 ,用 三 进位 小 数 0.4142… 
cs 表示 时 ,an 天 1 一 1 2 而 对 于 “分 点 "总 可 选 定 适当 的 
表示 法 ,使 其 各 位 小 数 64 天 1(n= 二 1,2,"…) ,于 是 

已 ==- 7{0.a a0 eae) [oe {0, 2 天 一 1 2 
令 记 Po30aneseaer( 人 全 ，… ,和 -jj DCD 措 集 (2.0.5))。 
则 Pu 一- 故 ,二 车 ， 证 毕 . 


习题 2.1 


1， 试 举 出 满足 以 下 要 求 和 的 点 集 的 例子 ; 
(1) 完全 设 有 过 界 点 的 平面 点 集 ; 
(2) 有 边界 点 忆 所 有 边界 点 不 局 于 比 储 的 平面 点 湿 } 
(3) 包 合 基部 分 边 蜡 点 的 平面 点 集 ; 
《4) 仅 由 过 界 点 组 成 的 不 可 数 的 平面 点 集 ， 
2， 设 应 集 再 己 民 :如 是 朵 辣 数 


sin 元， 
ln ,z=0 
的 图 形 上 的 点 所 作成 的 表 台 ， 求 世情, EY 
3， 证 上 蝎 : 四 恰 是 公会 互 的 丽 有 闭 集 的 光 ， 
4， 设 点 集 44 己 民 ", ze 和 R", 则 下 列 三 性 事 彼此 等 价 ; 
{1) z&A; 
52) * 的 每 个 侣 城中 有 二 的 点 ; 
《3) 在 4 中 存在 点 列 位 沾 收 项 于 *. 
5。 证明 定理 2. 1.13. 
6， 证 明 ; (1》 PetB' 怠 任意 含有 P 的 部 城中 (P， 四 不 一 定 以 Po 为 
中心) 中 都 有 有 无穷 条 个 属于 下 的 点 . 
(2) PSE 含有 PP, 的 名 域 QCP， 人 向 不 一 定 以 忆 为 中 心 }， 化 
OP, HCE. 
7， 设 并 四 是 (一 oo 十 0) 上 的 突 值 连续 区 数 , 则 对 于 任意 实数 a, 集 {4| 
xE( 一 00) 十 00) sf(T) 半 0} 总 是 一 开 集 ;商人 和 集 {x|2E( 一 004 十 oo) pf) 实 9 总 
8， 谈 五 是 及 sa 由 和 任 一 点 集 , 直 是 一 广 开 邻 城 , 它 完全 程 盖 再 ， 则 在 必 中 
痒 在 至 多 可 数 全 开锅 域 OO,Ds 它们 已 经 完全 柚 益 了 三 
9， 试 用 Borel 六 限 履 闭 定 理 证 明 Bolzano-Weiersirass 定理 。 
10，Borel 这 限 餐 盖 定 绸 中 华 王 是 “有 界 ",“ 闲 集 " 之 条 体能 否 诅 减 台 ?如 
能 , 请 证 明 ; 如 不 能 , 请 举 出 反例 . 
11， 设 瑟 是 腹 * 中 的 点 集 , 则 下 列 三 件 玻 陛 等 价 ; 
(1) 已 是 芒 朗 集 ，(23 (8 一 5 (3) (8B) =R" 
12， 评 明 ，(I) 若 吾 是 R" 中 路 衣 集 , 则 柬 在 及 "中 处 处 再 密 . 
[2) Cantor 开 华 和 在 [0,1] 中 稳 窒 . 


te , 


32.2 直线 上 的 开 集 , 闭 集 及 完全 集 的 构造 *: 
本 洁 所 讨论 的 点 集 都 荐 一 维 欧 几 里 得 空间 民 的 子 党 ， 以 下 
不 再 声明 . 
定义 2.2.1 设 G 是 开 集 ,车 开 区 间 (a,B)CG, 且 &,8EcG, 跑 
ss 导出 


特别 地 ,当世 是 金 走 线 或 巨 界 村 ，( 一 20, 十 03) 或 (一品 , 中 与 
《0 十 ce) fa 有 为 实数 ) 都 看 作 构 成 区 间 , 一 0， 二 co 看 作 构 成 区 
入 的 端点 ， 

定理 2.2.1 任何 非 空 开 集 避 均 可 表 成 至 多 可 数 个 互 不 相交 
的 构成 区 间 之 并 ， 又 当 非 空 开 集 如 雪 成 豆 不 相交 的 开 区 问 之 并 
时 ,这 些 开 区 间 必 是 构 城 区 间 . 

证 明 设 4 是 由 如 的 所 有 构成 区 闻 组 成 的 集合 ; 即 

A={{8, PB) | (om, PEG, Ho PEN. 

分 以 下 三 步 来 证 明 ， 


1) 区 省 G= (C0,8). 任 取 zoEG, 令 


B= {0 P|, PEG, rE (au, B)), 

因 划 是 韭 空 开 集 ,所 以 B, 不 空 ， 令 a =inf 多 Po =supp (这 里 ， 
ao 可 翰 为 一 soypBo 可 以 为 十 co) , 作 开 区 间 (ao,8) ,显然 ，zoE (au 
pu， 下 面 证 明 {wo, BoJE4，VayE(oyBo0 ,车 zE (ao xo]， 内 下 确 
界 的 定义 知 ， 存 在 (&, EB, ， 使 msa<z， 所 以 ，xzEtay zj 安 
(QB) CG; 若 ze (x0,860) ,可 仿 上 同样 证 明 zEG, 因 此 (cu 6) C9， 
傣 而 {ao，Po) EB,,，。 再 证 QEQ， 车 w= 二 一 09， 和 自然 起 日 的 构 
成 区 间 的 一 个 左 端 点 , 它 不 属于 G; 若 o> 一 w 是 有 限 数 , 并 且 假 
设 aoEG， 因 G 是 开 集 ， 必 有 开 区 间 (o'; 8)， 使 woE(ay BCG， 
于 是 . 
FoE (G0 Bo CE a’, POT eBYNU C00 Bo) TE, 

基 (g'，Bo) EB 而 Qi<<ao， 这 与 % 的 定义 矛盾 ， 所 以 EE 
同 理 可 证 puEG、 故 (ws，po)E4， 又 因为 mvE(ao，p80)， 所 以 


aiE [| (ws 月 .这 说 明 GC oo 有 ， 另 一 方面 , 据 集 4 之 定义 


向 本立 自 


知 ,Lj (PcG. koe. LU 人,D， 

2) ”再 还 你 4 中 任何 两 个 不 同 的 开 区 间 不 相交 ， 和 且 4 至 多 可 
数 ， 设 (1,B1), (eos Ba) 是 4 中 两 个 不 同 的 开 区 间 , 假 车 {a1, 8 站 
fasy 有 直 尖 让 则 必 有 Sea 有 亡 姑 ,或 oa 月 让 志 和， 过 区 与 
ooaEG 了 矛盾 因此 ,4 中 任何 两 个 不 同 的 开 区 疝 不 相交 ， 再 出 习 
题 1. 3 的 第 1 题 可 知 ; 集 4 至 多 可 数 . 

3) 设 G = 了 (a, 8) 是 一 组 互 不 相交 的 开 区 间 的 并 集 ， 我 
们 证 明 每 个 (cj; 6) 者 是 G 的 构成 区 疗 . 

显然 , (aiy B;) C9, 只 要 再 证 oi,BiEG 即 可 ， 假 设 as&G, 则 必 
有 jj 天 i 使 &;E (wj,B6;)， 因 而 (os, 与 (0y;Bj) 相交 ,这 和 假设 
了 矛盾 ， 所 以 wiEG， 同 理 可 证 8;EQ， 区 (a1，BD) 是 的 构成 区 
间 ， 还 毕 . 

消 此 ， 任 何 非 空 开 集 G 必 然 叭 一 地 表示 成 至 多 可 数 个 互 不 相 
交 的 开 区 间 之 并 : G= (a;, B85- 

注 定理 2.2.1 在 及 "(a 世 2 中 不 成 立 . RnEN) 中 的 开 集 
的 构造 定理 是 2.1. 2. 

定义 2.2.2 设 也 是 闭 集 ， 称 的 余 集 = 及 ! 一 F 的 构成 区 
间 为 了 的 余 区 加. 

定理 2. 2.2 闭 集 丈 或 是 全 直线 ， 或 是 从 直线 上 挖 掉 至 多 可 
数 个 互 不 相交 的 开 区 间 ( 即 下 的 余 区 间 ) 所 得 到 的 集 . 

证 明 ” 设 闭 集 下 是 民 ! 的 真子 集 , 因 二 二 民 ' 一 FF 是 非 空 开 集 ， 
据 定理 2.2. 1，F* 可 唯一 地 表示 成 至 多 可 数 个 互 不 相交 的 开 区 间 
之 让: 

t= Gai,80)- 


琢 丰 = 有 R' 一 二 民 ' 一 (wi,8). 证 毕 . 
各 rk 中 


定义 2.2.3 设 加 是 非 空 有 界 集 , 令 =inf 8,8 二 sup Z， 称 
Ca, 及 为 包含 四 的 最 小 闲 区 问 . 

显然 , 当 召 为 有 界 站 集 时 ,QPEB. 

推论 2.2.3 ” 非 空 有 界 闭 集 王 是 从 包含 它 的 最 小 闲 区 间 中 去 
挤 芭 多 可 数 个 互 不 相交 的 开 区 间 和 而 成 之 集 . 

推论 2.2.4 设 下 是 非 空间 集 , 则 zo 是 不 的 孤立 点 Sz 是 了 
的 某 两 个 余 区 间 的 公共 端点 . 

由 定理 2. 2. 2 及 推论 2. 2. 4 可 立 得 如 下 结果 ; 

定理 2.2.5 不 是 全 直线 的 非 空 间 集 丈 是 完 全 集 前 亮 要 条 促 
是 下 的 余 区 间 彼 此 无 公共 的 端点 . 

此 外 ,还 可 以 证 明 : 任何 非 空 完全 集 的 势 为 闪 (证明 可 参看 做 
考 文 献 [3 了 ) . 


习题 2.2 


证 明 : 坦 线 上 的 孤立 点 集 至 多 可 数 . . 
证 明 : 若 4 是 直线 上 非 空 的 茎 开 允 闭 集 , 则 有 4 必 是 整个 直线 . 
证 明 ， 直线 不 能 月 为 可 数 个 两 两 王 不 相 变 的 肝 区 间 之 并 ， 
- 征明: 如 果 刀 是 直线 上 的 非 空 杖 衣 完 全 集 ， 则 的 杜 何 两 个 宗 区 阅 
证 间 必 夹 着 至 少 一 个 余 区 阿 . 
5 直线 上 开 集 全 体 所 成 集 燃 的 势 是 从 ， 


六 多 各 


$2.3 点 集 间 的 距离 与 隔离 性 定理 


本 节 所 讨论 的 都 是 29(95EN) 维 区 几 里 得 空间 RR 中 的 点 集 ， 
所 下 不 再 声明 . 

定义 2.3.1 设 4, 8B 是 任 二 非 空 点 集 , 称 p (4，B)== 
inf {p (%, 拉 } 为 4,8 之 间 的 距离 . 
二 所 入 


Tarr UM ee mr ere 


竺 别 , 当 4= {中 为 单 点 集 时 ,4,8B 之 间 的 距离 
| 


da 


otsd,B) = ot{r,B)= inf {p(x, 8)} 
旦 称 为 成 于 到 点 党 避 的 距离 . 


显然 ,车 44 站 B 隆 名 ; 曾 p(4,B) = 二 0, 但 及 之 不 然 . 
例如 ;有 4= 00,3),B=[3,5),p{4,B)==0, 鸽 A 门 B*: 久 、， 
所 4 到 点 集 瑟 的 距离 有 以 下 简单 性 质 ; 
i) xEBop(r,B)=0; 
2) 2zEB'ep(lr, B— {x})=0. 
这 些 性 夺 的 证 明 都 比较 简单 , 留 作 忆 题 ， 
定理 2.3.1 设 4, 忆 为 两 个 非 空前 集 ， 旦 其 一 有 界 ， 则 必 有 
jo Yo 人 司 p (x0 #40) = p(t B). 
证 明 不 妨 设 4 有 和 界 ， 即 存在 PoER? 及 正 实 数 S， 使 4C 
OPu5 .由 P(4, 呈 的 定义 知 , 对 每 个 日 然 数 9 zc 加 onSD， 使 
p(A,B) plse, yr) <p (A B) + 
于 是 得 到 一 全 序列 : {Cz 9)} tn 一 1 2 …). 国 中 的 点 列 {z 有 
界 , 放 {zs} 有 歼 敏 子 询 {zw 小, 设 Him ms 一 am， 则 ms 一 4( 据 习题 
2. 1 的 第 4 题 ). 
现在 再 考察 与 {xo} 对 应 的 {x} 的 子 列 {9%}， 册 于 
plyae POEp Ys Ln) TT PCE Po) 


p(tA,B) + 二 6p(A, B14. 


所 以 {yn} 也 是 有 界 的 ,于 是 , {ys,} 有 上 收 伊 子 列 tm,+, 设 lim 加 二 
go. 则 gS 万 = B. 由 于 与 {984,,} 对 应 的 {xsd 的 子 列 {zw} 也 由 雍 于 
”zos 即 Him Zr =-z0 从 有 而 

Pf4 Dp (ro yo) Eniro tn 十 PCzr » Yni,) 


1 
tpn Co 0 P(ros tas, 7+ ol, B) 十 -二 


E 
下 


+p (yn go) 有 全) 再) 下 十 9) 


故 pfzuso) = P(4,B)。 证 毕 . 
推论 2.3.2 当 4,B 都 是 非 空间 集 且 其 一 有 界 时 , 则 
AMB-= 人 DeptA, B00; AN BOO0(Ad,B) =O. 
定义 2.3.2 忆 ， 想 两 个 集 称 为 互相 昭 离 的 是 指 : 存在 两 个 开 
华 G,G;, 合 上 车 BDB, dd NG = 
定理 2. 3. 3( 隐 离 性 定理 ) ” 任 两 个 不 交 非 空 闻 集 Pi, Ps 互相 
隔离 . 


证 明 作 G:= LU O(m 作 ), 其 中 ,os 一 p(zBi 


G9,= 0(y 合 ), 其 中 ,ps=plys PD 


因 Fs, Fs 是 出 梨 , 且 人 Fs 二 地， 所 以 YrEF, pr= P(r Fe) 0 
VE Pi 一 有 80。 夏 他 ys 十 开 集 , 忆 OF, Gs OF 
现 证 emezs= 放 ; 很 设 届 zoe 人 门 G4y 则 据 昌 ,G2 之 定 关 ,3x0EF,， 


使 p(x0, 20) <; 3 yo 人 Bs; 使 Po 20) < Ayo, 若 Pro pyos 由 
2 2 


pro = Or FP) Ep, yo0) p(to, Lo) + (Yo0, Z0) 


Dro dy 
3 ts Spee 
序 司 ， 若 Pxo Py 网 又 得 
Py 一 Po 下 SDDSoy SO 十 DZoy Zo) 
月 ro 
+ py 


这 也 了 矛盾， 豆 龟 们 Gs 王 名 ， 证 毕 ， 


习 题 2.3 


1 证明 下 融和 洁 是 : 
ss 


Cl) Afrpntr, B= 

(2) rEB'esptir, B— tr}} =0: 

{3) xeBieprsB 0; 

Cd reDtopryB = pli, B=—=0, 

2 设 旦 臣 一 非 空 点 集 ,8 六 90, 作 点 集 
QE,d) = {treER, p(s, EY<Ld}, 

别 O(B,) 是 包含 了 的 一 个 天 集 ( 我 们 称 此 开 集 为 集 如 的 所 名 起 ， 集 称 焦 吕 
叱 吉本 ) 


提示 : 证 明 OB, 二 == 【] oo 人 


站 捷 
3， 证 明 : (1) 任何 非 空间 集 均 可 表 戌 机 数 个 开 集 的 区 ; 
(2) 和 插 何 非 空 王 集 均 可 直 成 可 数 个 轩 集 的 并 . 


» PF 


第 三 人 司 测 度 论 
$3.0 引言 


集 的 测度 概念 是 区 间 体 积 概念 的 信 张 . 首先 试 创 铀 度 定 艾 的 
是 德国 数学 家 日. Hankel1(1839 一 1873)，, 他 考察 区 间 (4, 外 中 的 点 
集 肛 ,将 (5, 可 作 五 连 分 ， 除 去 那些 不 富 于 中 尽 的 小 区 间 , 令 王 汶 
余下 的 庄 小 区 间 长 座 之 和 ， 称 lim 7 为 再 之 容积 .德国 数学 家 
G, Cantor 于 1883 年 将 Hankel 的 这 一 思想 拓 广 到 R* 中 前 点 
集 , 从 而 对 怕 * 中 徇 点 集 给 出 了 测度 的 定 头 ， 但 是 ，Hankel 的 容 
积 概 念 不 讲 足 “有 限 可 加 性 一 一 雪琴 个 在 奖 的 点 集 吕 其 社 集 都 有 有 
容积 可 言 灶 ， 这 两 个 瓜 集 的 容积 之 和 等 于 共 并 集 的 容积 . "这 由 下 
例 可 以 看 出 . 

例 1 运 4 是 (0,1] 中 的 有 理 数 倪 体 ，B 是 (9,1J 中 的 无 理 数 
全 体 , 显 然 ,4,B 雇 及 {0,1] 的 窒 积 都 是 1, 然 4U B= 09,1j. 

因此 ，Hankel 的 容积 适用 范 转 不 广 . 后来, 法 国 数 学 家 
C. Jordan 对 Hankel 和 Cantor 的 测度 定 浆 展 了 实质 性 的 改进 ， 
他 二 1892 年 对 及" 中 的 点 集 给 出 了 新 的 测度 定 六 ， 即 Jordan 测 
许 ， 下 面 介 绍 Jordan 测度 的 大 意 ， 为 孝 述 简单 起 见 , 以 下 所 让 及 
的 点 集 , 若 未 志明 所 在 空间 , 均 指 RR" 中 的 点 集 ， 

定 光 3 01 设 瑟 是 任 一 有 有 界 点 集 , 称 韭 负 实效 


: 出 
wit Ir 区 为 左 开 看 闲 区 间 ，[ 7. 必 名 ， ceN| 
证 -= he 
为 吾 的 Jordas 外 测度 ， 称 非 负 实数 


, ( : | r = 站 一 | 一 上 "rs - 
=sup4 信 外 二 目下 为 在 开 在 闲 区 间 ， 天 科 瑚 一 安全 天 力 ， 
\ i—1 
P 写生 本 


-一 -一 -一 Me re i 


中 
上 ICE, reN| 
i—! 


为 请 的 Jordan 内 测度 ， 如 呆 
mt =miB, (3. 0. 1] 
就 称 吾 是 Jordan 可 测 的 ， 此 时 把 豆 的 Jordan 外 测度 就 定 交 为 吾 
的 Jordan 测 诬 , 记 作 my 记 . 
容易 证 明 
ni 一 | 了 | 一 my 一 吾 ) ， (3. 0. 2} 
其 中 了 是 包含 豆 的 任 一 左 开 布 团 区 间 ， 
因此 , 工 述 定 多 中 的 告 式 (3.0. 1 可 以 换 成 等 式 
=mB + mI—E), (3. 0. 3) 
其 中 工 的 章 浆 同 (8.0 2) 式 . 
按照 上 上 述 定义 ;任何 区 间 了 都 是 Jordan 可 测 的 ,其 Jordan 测 
弃 怡 竺 于 它 的 体积 可见 Jordan 测 放 是 区 间 体 积 概念 的 推广 ,并 
是 可 以 证 明 Jordan 测 庆 具有 前面 所 述 的 “有 限 可 加 性 ， 但 证 ， 
Jordan 测度 有 一 个 不 能 令 人 满意 之 处 ， 就 是 *“ 对 "可 数 并 ` 运 个 的 
封闭 性 一 一 其 可 数 全 虑 集 都 有 测度 可 言 , 则 其 并 集 也 有 测度 可 高 
不 能 成 立 、 这 可 由 下 例 和 看 出 . 
人 例 2 设 了 (9150,1JCR， 吾 为 了 下 有 理 点 的 全 体 ， 豆 起 
可 数 集 ， 它 的 每 个 点 作为 狸 点 集 是 Jordan 可 测 的 ， 其 Jordan 测 
摩 济 0, 但 罗 不 是 Jordan 可 测 的 ,这 是 因为 
m* Bi,mt(I— BE)=1,|f|=1, 


从 而 
I <<mB mB). 
此 外 ,容易 着 出 , 例 1 中 的 4 与 都 不 是 Jordan 可 宽 的 ， 
因此 ,Jordan 测度 仿 有 局 限 性 ， 特 别 是 存 进 行 极限 运算 了 复 
不 方便 ， 王 所 数学 工作 者 仍 在 不 断 吕 求 更 为 完 谷 的 测度 抠 念 ， 法 


二 


ee 1 


国 数 学 家 三. Borel 于 1898 年 误 和 出 了 定 六 集合 测度 的 一 些 公设 ,其 
大 证 足 : 

1) 测度 点 是 非 负 的 ， 

2) 可 数 个 吾 不 相交 集合 的 并 集 的 测度 等于 它们 广度 之 和 . 

3) 一 个 集合 和 它 的 子 集 的 差 的 测度 等 于 它们 测 宏 的 益 ， 

4) ”测度 大 于 零 的 集合 是 不 可 数 集 . 

时 陋 不 入 ，Borel 的 学 年 ， 靶 国 著 名 数学 察 形 .Lebesguae 于 
1902 年 对 及 ”中 的 点 集 提 出 了 满足 Borel 公设 的 油 度 定义 ，Le- 
besgue 测度 是 Jordan 测 诬 的 排 广 与 发 展 ， 事 实 寺 , 把 Jordan 外 
测 府 定义 中 “用 有 限 个 左 开 有 闭 区 间 视 其 改 为 * 用 可 数 个 左 开 
韦 前 区 闸 姓 次 BF , 放 把 对 "有 办 的 限制 去 扩 ， 堪 得 到 再 LeoDe- 
号外 测度 名 看 ( 见 宠 义 3,1. 1). 对 于 有 界 集 吾 , 来 用 和 (3, 0. 2) 


a 


nD 
其 中 了 是 包含 吝 的 任 柯 一 个 左 开 省 闵 区 思 ， 可 果 
m*E = mB, 

刚 称 五 是 Lebesgue 可 测 的 。 对 于 无 界 集 吾 , 才 再 与 任何 区 间 了 的 
A 了 TN 三 Lebesguc 可 浏 的 ， 就 称 吾 着 Lebesgue 可 测 的 ， 对 十 
Lebesgue 可 测 集 吾 , 不 论 它 有 界 或 无 界 , 一 律 称 召 的 Lebesgue 外 
测度 为 吾 的 Lebesgve 测度 , 记 作 有 吾 ( 邦 习题 32 的 第 5 题 )， 

Lebesgue 测 许 不 仪 保 拱 了 Jordan 训 度 的 性 质 , ji 后 有 只 有 有 “对 
可 数 并 " 运算 的 封闭 性 ” 因此 Lebesgue 测度 的 极限 运 竺 要 比 
Jordan 调度 的 极限 运 筑 灵活 和 方便 得 多 ， 但 是 工 ebesgue 测度 的 
定 交 中 有 界 集 与 无 具 集 受到 不 阅 的 对 待 ， 而 且 癌 时 屿 现 内 外 两 种 
测度 ,使 用 起 来 不 能 方 恒 ,也 不 便于 向 一 般 集 类 上 推广 之后， 项 
且 获 学 家 C. Carathéodory 在 深入 研究 外 测度 锋 念 的 基础 六 ，- 
191i4 年 证 出 了 由 外 调度 直 接 定 哆 Lebesgue 可 测 焦 的 方 波 。，Car- 
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rafthsodory 关 于 可 测 焦 的 定 多 ( 册 定 多 31. 2) 与 Lebesgie 当初 
的 定 艾 是 等 价 的 ， 证 明 可 参 关 文献 [23]。 用 Catathgodery 的 定义 
过 论 癌 题 较 方便 ,也 便 丁 向 一 般 集 类 上 推广 ， 因 此 , 本 书 定 交工 e- 
besgue 可 调集 时 ,将 采 月 Carathiodory 的 方法 ， 

本 齐 主 要 建立 及 中 点 集 的 Lebesgue 测 麻 理 论 ， 瑟 外 ,对 机 
但 测度 理 沦 也 作 些 初步 介绍 ， 

本 章 83.1,§3.2,33.4 全 门 计 论 Lebesgue 训 度 理论 ，83.3 
介绍 抽象 测 弃 。 为 了 叙述 方便 ,我 们 约定 , 邻 后 几 说 “外 测 论 ”“ 测 
度 ” “可 测 ”, 当 无 特 蚊 声明 | 时 指 的 是 和 ebesgue 外 测 底 ",“Lebes- 
，guse 测度 ” “Lebesgue 可 测 /", 


§ 3.1 外 测度 与 可 测 集 
3.1.1 外 测度 


为 了 今后 讨论 问题 的 需要 ,我 们 先 引 入 一 些 术 放 和 沁 咏 ,并 作 
一 些 和 记 的 规定 . 


称 展 =( 一 oo， 二 00) U {一 co}U {十 oo} 为 广义 实数 集 ， 规 定 
士 巡 与 实数 2 一 加 < 二 ws 十 oo) 的 代数 运算 如 下 : 

1*。 加 医 ; z 十 ( 士 oo) = ( 土 oo)+z=( 士 co) 十 ( 土 co) = 土 oo， 

3。 减法 ; z 一 (二 oo) = (十 co) 一 z= ( 士 co) 一 ( 干 co)= 士 co， 

3” 莱 法 ; ( 士 o)] (十 ee) 一 十 sojf 士 co)( 干 oo) 一 一 oo 


十 co ,将 20 
2f -二 2 一 (十 o) 人 一 < 当 zw=0; 
十 co , 当 Y<0， 
AT 0 
4 除法 ;: 叶 - 一 0， x -= wo 
注意 下 看 的 一 切记 号 


由 六 了 -和 


( 士 co) 二 ( 干 eo); (十 co) 一 (二 co)i 三 - 于 2; 三 2 是 没 


干 co 
有 意 关 的 . 

记 多; 为 民 * 中 所 有 堪 开 布 闲 区 间 ( 所 括 空 集 ) 所 成 之 集 类 ， 
今后 当 没 有 必要 指明 空间 维 数 或 空间 维 数 不 指 即 有 明 于 ， 玉 s 也 可 
简 记 为 各. 

记 . 多 ,为 R" 中 所 有 区 间 ( 包 括 空 集 } 所 成 之 集 类 ， 

设 .x 是 一 集 类 , 映射 产 “一 到 称 为 广义 实 值 集 函 数 . 

设 闻 是 定 闪 在 集 类 .x 上 的 广义 实 值 集 国 数 ， 若 4，BE.t， 
有 站 六 = 儿 ,有 是 AUBEAAy 则 CAUB)= 了 (dD) 十 1(B). 束 称 了 及 有 

在 第 二 章 $2.1 定 必 2.1.5 下 ;我们 已 经 给 民 " 中 的 区 间 完 区 
了 体 航 ,现在 利用 区 间 的 体积 概念 , 作 .2 于 的 焦 国 数 


mof 一 [了 | 一 Ti 一 eD YT= a, 0 a, Ds; nan 
站 一 二 


(‘3.1.1) 
则 mw。 .GZ ->[0, 十 co) 是 定义 在 Fs 上 的 非 负 实 值 集 (区 间 ) 函数 ， 
且 具 有 可 加 性 . 
我 们 现在 的 任务 是 要 把 这 个 只 适用 于 区 间 的 体积 妥 念 扩充 到 
R" 中 更 一 般 的 点 集 上 去 ， 为 此 ,首先 引入 外 测 旗 的 概念 . 
定义 3.1.1 设 集 BE2” ， 称 非 负 广义 实数 


mainto- 写 1 7 a sc Dr (3, 1, 2) 
i=1 


t=1 


可 见 ，mr， 24m -> 及 就 是 以 2” 中 的 集 为 “ 白 变 元 ", 取 值 
是 非 负 实数 或 十 oo 的 广义 实 值 集 函 数 . 
显然 ,对 有 R* 中 的 任何 有 界 点 集 吾 ,都 有 wm* 吾 坟 mj 玉 ， 


志和 


定 班 .1.1 定义 在 2"” 上 的 外 测度 避 * 具有 下 询 性 质 : 

1) 非 闹 性 ;YAE23% ,mm*4 守 0， 且 当 4= 放 时 ,m*4 一 0; 
2) 单调 性 : 洪 4, BE2 9 , 且 ACR, 人 mt*dA<m*B; 

3) 次 可 数 可 加 性 ， 对 任何 一 列 4E324 ,有 


on U 4 <Bma 


#4=1 
4) 对 于 4, BE2"m, 若 p(4,B) 汪 0, 则 
m*{AL BY =m*Ad-m*B, 
证 明 1) 显然 . 


2) 对 任何 一 列 1.E2。 (i 二 1，2，…), 著 BC 卓志， 由 


4 己 DTi, 于 是 m*4 志 N11, 由 外 测度 的 定义 知 , m*4<m*B， 
3) Ye>0 及 每 个 4， 据 外 测度 的 定义 ， 有 一 列 产 ES 
(=1,2,…), 使 4; 忆 [|] Ts, 县 
二 1 


| 


PEA 


大 二 1 
从 而 
Ua cU Ur 放生 
且 . 
no 4 rs Ai + 这 )= Dm*A, {ee: 


i=1 fi 一 1】 


由 z 盖 0 的 任意 性 知 ， 


4)， 设 r*=p(4， 醒 >0，Ye>o， 据 外 测度 的 定义 ，3 一 列 
PE 一 112) 使 4UBC 上 5 且 
一 


DT, mCAU B) Te. 
FF 二 . 


由 于 每 个 左 开 有 闭 区 闻 7 都 可 以 分 解 成 有 限 个 互 不 相交 的 直径 小 
于 + 的 左 开 有 闭 区 间 在 之 并 7 并且 | 了 1= 之 1 因此 ,我 
们 不 妨 设 {1} (二 1, 2，…) 中 的 每 个 1 的 直径 部 小 于 ?， 这 样 的 
1 显然 不 能 同时 含有 4 与 的 点 将 {fi (i=1,2…) 中 区 间 分 
为 两 组 :含有 4 中 点 的 记 为 {位}， 不 含 4 中 点 的 记 为 {7;,)， 则 
AC U I;,, BC U Z ,于 是 


m*(AUB) eS! 一 人 17 
t=1 下 
十 > [TB 
出 # 半 0 的 任意 性 知 ， 
m*(AU Bm*A+m*B. 


另 一 方面 , 据 定 理 3.1.1 的 3), 有 有 
m*(AUB) < 二 


m*(4U B) 二 m*A |-m*B， 证 毕 . | 
例 1 设 4= {zo)} 是 RR" 中 的 独 点 集 , 其 中 z= (zz 名 
zx) 则 Ad =0, 
证 明 Ys>>0, 令 
~ 


f= j>= (Fis 392 op) 2 一 re + 人 二 一 一 


t=1, 2 叶 ， 
上 本 村 = 


财 7E32 有 4 过 TJ， 有 量 |71 =e， 从 而 有 0 才 m*4d 坟 ee， 由 2 法 0 的 任 涯 
性 知 , 4*4 一 0。 证 毕 . 

出 俩 1 及 外 测 座 的 韭 负 性 和 次 可 数 可 加 性 可 立即 准 知 , R* 中 
有 限 点 集 和 可 数 点 集约 外 测度 都 为 替 ， 由 此 可 知 ,$3,0 俩 二 中 的 
集 4 和 人 向 2 中 的 集 吾 的 Lebesgue 外 测度 都 是 零 . 

例 2 YIEF,, 有 mm*T=mfl=|I|. 

证 明 上 证 再 * 了 过 [TY £0 3 1* CH,, 恒 YI*， 有 HH 
17#| 过 :了 [一 se。 由 外 测度 的 定义 知 , msT<1T 二 e 再 由 e>0 的 
征 浴 性 知 , m*T&| |. 

再 证 mw* 了 T 宕 1 上，Ye>0, 作 闭 区 闻 To 使 7,， HIT| 过 | 
二， 对 于 五 和 上 述 6， 一列 E Bn (i 二 1，2,，'…)， 使 得 
tc Ur, 有 2 [<mx1e 十 到 。 对 每 个 堪 开 右 闲 区 问 fi。 作 


站 区 间 ye 使 EC 且 1Ji1<IE 二 5 于 是 Ac Lo 所 
Berel 记 限 镍 盖 定 理 ， 在 {7] (一 1，2，…) 中 存在 有 限 个 开 民间 ， 
不 肪 没 航 是 Joyo wye 使 得 UU Ti 因此 ,<1 
从 而 和 


ea _ 忆 2 到 e 
| 下 二 za +4 


< | 2. 
由 6>-0 的 任 滞 手 知 , m* 了 庆 |. 
所 以 ,mx [1， 这 毕 
定理 3.1.2 设 忆 是 开 " 中 的 任 一 达 集 , 则 


34* 加 一 inffarG| 好 是 包含 互 的 开 集 }. 
证 明 分 以 下 两 步 进 行 证 明 : 
1) 册 外 调 度 的 单调 性 知 , 对 任意 包含 所 的 开 集 如 ,有 
六 二 他 22 了 + 加 。 (3.I. 3) 
2) 车 再 一 十 8， 则 由 (3.1 3) 式 可 推 知 定理 成 于， 因此 ， 
不 妨 设 mm* 百 一 十 oo 于 是 ,Ye>0， 由 外 测度 的 定义 知 ，39 一 列 1 ,Ee 
名 ,(i 二 1,2,…), 使 sc Ur 1 之 mt 二 他， 对 每 个 左 


开 右 闭 区 间 1 作 本 区 闻 使, 且 171 < 二 7(i= 


2 一) 邻 二 [i; 则 G 是 开 集 , G 忆 [了 必 B, 卫 
i 二 1 i 1 


mG (=I 学 
+=1 t=1 i=1 


a 
出 1), 2) 两 步 即 知 ,定理 成 立 ， 证 毕 ， 


3.1.2 可 测 集 


本 节 例 2 说明, mm* 是 mo 在 2 上 的 延 拓 . 但 由 于 定理 3.1.1 
的 4) 中 的 条 件 p(4,8) 半 0 不 能 减弱 为 4 门 了 B= 名 ( 送 从 后 面 的 
$§ 3.2 中 不 可 测 集 一 例 可 以 看 出 )， 所 以 mw* 不 具有 可 加 性 ,因此 ， 
用 上 述 办 法 所 定义 的 外 测度 并 不 能 阁 作 就 是 体积 概念 的 推广 ， 寺 
是 ,我 们 自然 希望 从 2 中 分 出 一 个 子 集 类 多，(2 当然 应 该 包 
合 多; 且 不 等 于 实 ), 使 %* 在 妈 , 上 成 立 可 加 性 .这 就 启发 我 们 
| 入 下 面 的 定义 . 

定 祥 $$.1.2 设 党 瑟 E2 7 六 了 TIE2 都 有 

mT=m*(TN BB) +m TN EE), (3. 1. 4) 
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其 中 本 一 腿 " 一 瑟 。 就 称 召 是 Lebesgnue 可 测 的 ， 简 称 吾 可 测 ， 此 
时 ,把 名 的 Lebesgue 外 测度 厌 称 为 吾 的 起 ebesgnue 测度 . 简称 为 
五 的 测 诬 , 记 作 mE 

学 式 (3. 1. 如 称 为 集 五 的 Carathéodory 条 性. 

记 多 。 为 肛 ” 中 全 体 Lebesgue 可 测 集 所 成 之 焦 类 . 今后 当 
设 有 必要 指明 空间 维 数 或 空间 维 数 不 指 即 明 时 ， 允 ,也 可 简 记 为 
2. 

下 面 的 讨论 将 使 我 们 看 于 , 双 。 确实 符合 我 们 的 要 求 , 即 m* 在 
吕 上 成 立 可 加 性 , 且 ,多 , 是 吧 , 的 真子 类 . 

本 节 以 下 所 讨论 的 点 集 都 是 有 "的 子 集 ,不 再 声明 ， 

定理 3.1.3 集 百 可 测 写 YACE,BC 酝 , 恒 有 

m*(Al)B) = m*AdAi+m*B, 

证 明 “=>” 取 T=AUB, 则 TN B=(4UDNE=4. TN 
EE°=(A4UB)N EE= 28, 于 是 

mAUB=m* T=m*(TN EB) tm (TN ED) Sm*A+mD. 

“<-”?， 对 任意 点 集 T, 令 A= TNBE, B=TNME， 则 4CE, 
BEER’,, 

AUB= (TNE)U (TNED) =TN EUED)=T,. 
出 于 
m* (AUB)=m*A+ mB. 

所 以 . 
mm*( TNE) +m* TN E). 
这 说 明石 可 汕 ， 证 毕 . 

定理 3.1.4 和 集 百 可 测 舍 8B" 可 测 . 

证 明 由 定义 3.1.2 息 (8B)*=… 玉 立即 可 得 此 定理 ,证 华 ， 

定理 3.1.5 车 集 卫 ,, 6 都 可 测 , 则 8, 败 B 也 可 测 ， 

证 明 ” 因 集 六 ,Bs 可 测 , 则 对 任意 点 集 工 ,有 
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和 
m TN EB) =mETN EN Em TN EY) NE 
=m [TNEN EI -mTN EN EE), 
mTN BE NED) nTN EN EY NB 
Tm TN EN EN EY 
=m" TNE NED mT NE). 
半 此 ,mm + mT BE) mT Ey) 
~ TN (ENE Tm PN E, NED -mT ON EY) 
=m* CPN CBN BIT mTN (an 可 
走 吾 站 有 可 测 ， 证 毕 ， 


推论 3.1.6 若 集 (i 二 1，2,，…,) 都 可 测 , 则 门 尺 也 


定理 小 1.7 荐 集训 ,5s 都 可 测 , 则 百 , 一 B; 也 可 测 . 
证 明 因 BB: 一 B=B 门 Bi， 由 定理 3.1. 4 及 定理 3.1. 5 知 ， 
五 一 五 : 可 测 ， 证 毕 . 
定理 $3.1.8 若 集 百 ,, 都 可 测 , 则 豆 吕 Ba 也 可 测 ， 且 车 8， 
门 训 二 他 财 对 任意 点 集 了 恒 有 有 
mB UB) =m TN EB) +m TN Bs). 
证 明 因 名 UE;=( 剖 从 B05, 教 UEs 可 测 . 
因 五 门 如 = 多 , 则 TNBCB,TNB。CEsCBI, 由 定理 3.1.3 
知 ， 
"INE, UB) =m LPN BED)U (TNE)] 
= “(PNB tm TN a}, 
证 毕 . 


推论 3.1.9 若 集 已 (=1 2 … 友 都 可 测 , 则 [| 也 可 测 ， 


旭 机 生生 


又 大 如 门 吾 王 已 人 夭 力 ， 则 对 于 任意 点 集 了 , 恒 有 
m*| TN (U5)|= SmanNs. (3.1. 5) 


注 在 (3.1 5) 式 中 取 了 -- J 5, 就 得 到 


m( U #8) SmB (3.1. 6) 


《3.1. 6) 式 说 明 到 + 在 吧 , 上 (m= 二 m*1z,) 成 立 有 限 可 加 性 ， 
定理 3.1.10 设 集 2;(i 一 1,2,…) 都 可 测 ,B, 门 Bj 一 儿 (i 关 )， 


则 U B, 也 可 测 , 且 mm( Ua) - Samp, 
证 明 ”由 推论 3.1. 9 知 , 对 任意 白 然 数 色 口 已 总 电 可 测 的 ， 
因此 ,对 任意 点 集 7, 恒 有 
mT =m*| TN (Ua 站 + zn(U BF | 
> Pm (TN EB) +m* zn (Ur) | 
令 b>co, 即 得 
mT> Fm (PNB) mn* | rn(U Bb) | (3,1.7) 
sr (bo) een (Ds) 
另 一 方面 ， 因 为 


[en (Dourn(Da)] 


由 以 上 两 个 方面 知 ， 
wr [en (De ln (Oe) 
这 说 有 U ,可 设 ， 


取 了 .- Uz, 则 rN(U Bs) =2,TNE=E, 二],2, 
二 (3.1. 7) 式 巍 


m( U i)> Domg, 
再 由 定理 3.1.1 的 3) 知 
m( U B,)< PmE,. 
故 "(UU 5, )= Simg,. 证 毕 ， 


注 ”定理 3.1.10 所 揭示 的 性质 称 为 测度 的 可 数 可 加 性 . 它 
说 明 m* 在 纪 , 二 (ma -ma*| wy ) 成 立 可 数 可 加 性 . 


推论 3.1.11 设 集 忆 (0i -1 2,…) 都 可 测 ， 则 | :也 可 测 
证 明令 本 一 吾 ， gr=5.—(U 8)(i=2, 3，-…)， 则 下 


全 一 1,2,…) 都 可 测 , 且 EI 站 下 一 Yi 天 办 ， 又 Ua- UU s+， 族 


SS 


百 ; 可 测 . 证 量 ， 


Ls 
I 


s 7 


推论 3.1. 12 设 和 集 8,Bs 都 可 测 , 且 BCE,,mB, 过 十 0 则 
mE—E)=mnE— mE,. 
证 明 因 
mEs—m[ (Ee— BOUE =mE:—E)+mE,, 
ns ) =mh mE 证 毕 . 
定理 3.1.13 设 集 召 (i 二 1,2,…) 都 可 测 , 则 门 也 可 测 ， 
f=1 
证 明 因 则 B=(UU 下 ) , 故 们 ,可 济 证 香 ， 
i=1 1=1 j=1 
定理 3.1.14 设 集 { 翁 ,} (i 二 1,2,…) 是 单调 增加 的 可 测 集 列 ， 
B=- UJ B=limB,, 则 


limmBs = m(limBe) =—mE, 《下 这 续 幅 ) (3., 1. 8 
全 mg kT 


证 明 ”由 推论 3.1. 11, 避 = UL 至 可 测 ， 设 丙 一世, 4 一 吾 一 
= 
Ei 一 14， 2 ++), 出 [ di 一 1， 2， + ) 可 神 ， 
站 a 
AiNA = FD EE = 4 8= (|) a4,. 
. ¥=1 由 一 二 


由 完 理 3.1. 430 及 推论 3.1. 9 的 注 ， 


E 而 
mB= 5 mAs—lim DS mAi= limm ( U 4 
一 Fol Ee tool 
二 limm。 证 紫 ， 
下 书后 
定理 3.1.15 设 { 忆 }G=1,2,…) 是 单调 减少 的 可 测 集 列 ， 
= 门 2,= limB, 县 < 十 9; 则 


+ Fin 


limmE 二 Mm(limB4) =mB.、( 上 连续 性 ) (3.1. 9) 


证 明 ”由 定理 3.1. 13, 刀 = 站 可 测 ， 由 于 {B, 一 B} 是 音 
=1 . 
调 增加 的 可 测 集 列 ， 所 以 


lim(B,—Bi) = U (B,—B,) =B—( (5)=B 一 再 


及 由 于 BCECE(VEEN)， 从 而 mE<<mB<SmBl<+e (YEE 
和 Ny， 由 推论 .1 12 各 定理 8.1. 14， 
mE limmb—lim(mE, mE:) 
~ limm(B,— BB.) 
—m(E,—E) 
一 mE,— Ee. 
帮 limmE 二 吉 。， 证 上 毕 , 

注 定理 3.1. 15 中 umBi< 十 co 的 条 件 可 以 改 为 存在 某 个 自 
然 数 和 ,使 @Bse< 十 ce 但 此 条 件 不 能 去 掉 ， 例 如 , 亲王 [Ci 二 00) 
{二 1,2,:…) 是 民 ! 中 单调 减少 的 可 测 集 列 (其 可 油性 见 下 泛 
3. 2.1), liml:=, 和 但 mi m0). 

上 列 诸 定理 还 说 明 , 允 。 对 于 集 的 装 , 余 ,可 数 并 、 可 数 交 以 及 
集 列 的 极限 运算 都 是 封闭 的 ， 


习题 3.I 


1， 把 定 闵 3.1.1 中 “由 可 数 舍 左 开 圳 压 区 癌 穴 盖 天 改 为 “用 可 数 个 开 
荆 阅 覆盖 8"( 即 把 (3.1.2) 式 中 移 了 收 为 开 区 间 ) ,所 得 定义 与 原 定 疼 等 价 ， 
拭 证 图 之 ， 

2， 证明: (12 若 集 召 记 民有 界 ， 则 各? 旦 < 十 co 但 成 之 不 然 . 

(2) 庶 集 如 二 民 ” 沙 * 玫 = 十 00, 则 如 无 界 , 但 友之 不 然 ， 
”站 


3。 设 集 再 C 吕 : 有 界 , mm* 百 二 则 对 任 章 小 了 于 Wi 下 的 正 数 e， 恒 有 再 的 
Ei 
4 设 天 有 为 可 高 们 ,月 共 中 至 消 和 有 一 个 测度 有 限 , 试 省 
mB DB) mmm ms (EB,). 
9， 流 直 A， 和 是 有 限 个 瑟 不 栅 变 的 可 调集 ,， 且 C4 i 一 1， 
2，-…'s 亡 ， 试 证 


of U E 小 Srp,. 


t+=1 


686， 设 集 召 二 用" 著 im* 玉 二 0, 则 琉 可 测 |， 


7。 在 线段 [9,1] 上 已 给 % 个 可 调集 : di dd 着 Py 


Ha) 


si 3.2 可 测 集 类 与 不 可 测 集 


本 布 指出 及 * 中 一 般 常 见 的 可 测 保 侣 ,进一步 讨论 Lebesgue 
可 强 焦 类 区。 的 结构 ,着 举 一 个 一 维 Lebesgue 不 可 油 集 的 例子 


可 -之 


3.2.1 艺 。 的 结构 


区 究竟 由 那些 类 型 的 集 组 成 , 这 些 集 具有 什么 特征 ， 下 面 的 
一 些 定 带 对 此 问题 作 了 回答 . 

定理 3. 2. 1 Si 已 双 、 即 民 " 中 任何 左 开 右 闭 诡 癌 痢 可 济 . 

证 明 据 习 题 3.1 的 第 5 题 , 空 集 儿 E 吕 .因此 不 妨 设 

T={x= (rTey y 人 gb) | 5r<2r gb $=1,2, "+ 
TE23EDY, 由 于 了 = (TNDU CTN7 ,所 以 ,有 


吕 站 审 


m* Tm TNT Em TN I). (3. 2. 1) 
汶 此 , 只 要 能 证 明王 式 . 
mm 人 {3. 2. 2) 
成 立 ， 定 理 就 得 证 . 
取 正 数列 G>>6o>> > 和 > 使 可 << 订 min{fB 一 9 一] 
2 8}, Hlimo, = 0. 仿 
了 一 人 一 《2 1 


Rs 二 1,2,… (图 3.2.1)， 则 pro 一 BO YEEN。， 从 而 
更 有 


图 3.2.1 


(了 门 Fe 站 >0 YhEN. 
据 定 理 3.1. 1 的 2 和 了 , 有 
mm TN U TN 
mT +m rN), YEN. 
只 楼 再 证 
limm “(TNL) =m (TND, 
《3, 2. 2) 式 就 得 证 ， 


* 74 + 


Peo tlio,2,", 8}, 


mTND= mT NIV UI TEmLTN (—1%) 
十 加 * CT)， 
声 雇 
Om*TND -mT NT mTN (TH )] 
Sm (一 了 
6 0 (E>00). 


歼 Hmm*CPN7)=m*(TN 了，(3.2.2) 式 得 证 ， 证 毕 ， 


定理 3.2.2 凡 RR* 中 的 开 集 , 闭 集 皆 可 测 . 

证 明 ” 据 定 理 2.1. 2, R" 中 的 任何 开 集 均 可 表 为 可 数 个 互 不 
相交 的 左 开 右 闭 区 阐 之 并 ,而 左 开 契 闭 区 闻 是 可 测 的 , 故 民 "中 的 ， 
任何 开 集 都 是 可 油 的 ， 洱 由 定理 3.1. 4 知 ,及 * 中 的 任何 交集 也 都 
是 可 测 的 ， 证 毕 . 

定义 3.2.1 设 Fi(i=1,2,…) 都 是 闭 集 , 称 尺 = [| F, 为 

{=1 
型 集 . 

定义 3.2,2 设 G(i 一 1,2,…) 都 是 开 集 , 称 G= 门 G 为 @， 
开业 . 

以 开 焦 , 闲 集 为 对 象 , 作 至 多 可 数 次 或 并 或 交 的 运算 所 得 到 的 
集 统称 为 Borel 集 (严格 的 定义 将 于 3.3 例 15 中 给 出 )， 

记 姑 , 为 R* 中 所 有 Borel 集 所 成 之 集 类 ,今后 当 没 有 必要 指 
明 空 间 维 数 或 空间 维 数 不 指 即 明 时 , 状 也 可 简 记 为 胸 . 

显然 ,了 型 业 和 G, 型 集 都 属于 汤 . 

定理 3.2.3 并 ; 己 绍 ,; 即 及 "中 的 任何 区 间 都 是 Borel 集 . 

证 明 留 为 习题 . 


和 


定理 3. 2.4 入 ,之 人 ny; 即 全 * 中 的 任何 Bnrel 集 部 可 测 . 

证 明 了 ”出 3orel 集 的 定 交 丙 完 理 3.2.2， 扒 伦 3 1 11 凡 其 
定理 3.1. 13 可 六 得 此 定理 .证 毕 . 

注 3.2.5 1) 由 83.1.1 的 多 2 和 定理 3.2.3， 定 还 3.2.14 
如 ,YE 由 忌日 一 07 一 1 

2) 由 定理 3.2. 3 和 定理 3.2.4 可 得 如 下 结果 : 


PCF CBCL TLRV, ‘3. 2. 3》 

3) 可 [证 明 
CoN (3. 2. 43 
n= 2 (3. 2. 8 


可 见 静 , 是 多 的 真子 类 (当然 , ZF, 更 是 多 。 的 真子 类 )， 所 以 
还 有 非 Borel 集 的 可 测 集 , 另外 , 虽然 吨 ,= 238 一 2*, .但 不 可 沉 
集 是 存在 的 ( 见 本 节 3. 2. 3). : 

定理 3.2.6 VY 上 华 CR*,， 量 有 R"* 中 的 GG 型 集 4 下， 性 


mn 


证 明 ”对 每 个 自然 数 天， 据 定理 3.1I.2， 卫 开 集 如 二 妨 ， 使 


mGs<m*E 二 地-， 令 4 站 Gu 则 4 是 6 型 集 ,4 二 , 且 
下 亚 二 


mpmACmO mB + mR, ko0, 
故 好 4 一 mm* 玉 。 证 毕 . 
注 对 于 定理 3.2.6 中 之 Ge 还 可 要 求 BIDGCoe DG 
坟 , 并 且 若 吾 CA,A 为 和 并 区 间 , 则 更 可 要 求 计 CA 
定理 3.2.7 及 ”中 的 Jotdan 可 测 集 芝 Lebesgue 可 测 , 旦 两 


地 由 于 这 里 Borel 后 的 定 交 丰产 格 ， 因 此 这 里 的 证 明了 世 不 各 严格 去 定理 的 严 
烙 证 明 请 息 $3.3 第 3 段 的 有 闫 定理 和 例 15， 
和 天 站 


种 测度 之 值 相同 ， 

证 骨 留 为 习题 . 

记 .2 为 及 "中 全 体 Jordan 可 测 集 所 成 之 集 类 ， 定 理 3.2.7 
说 明 , 2, 己 名 ,并且 Lebesgue 测度 加: 多 -> 六 是 Tordan 测度 
2 0 一 0) 在 并。 上 的 延 扣 , 芭 ry=1m| .2 

5 引 理 3.2.8 民 * 中 任意 无 界 可 测 集 总 ， 均 可 表 为 可 数 个 互 不 
相交 的 有 界 可 测 集 之 并 . 

证 明 ” 据 定 理 2.1. 2,R" 可 氛 下 为 可 数 个 互 不 相交 的 左 开 五 
闲 区 间 Ti 一 1，2, 下 之 并 1 令 B,=EN JI,(i=1,2,..), 
刘 吾 : 人 一 1 2 有 办 可 测 , 殖 ， NB 一 (i 六， 且 


a=gN( Un)=U Bn- Ur 证 毕 


定理 3.2.9 和 集 AESOYe>0, 有 有 民 * 中 的 开 集 6 及 闭 集 玉 ， 
使 FCECG, 且 mr(G— F<, 
证明 “=>”， 设 集 BE, 不论 斩 是 否 广 界 ， 据 5 引 暴 3. 2. 8， 
我 们 总 可 以 将 书 分 为 可 数 个 豆 不 相交 和 的 有 界 可 测 集 之 并 ; 
E= U Es, BNE;= 8 (2), 
,Ci 二 1,2,…) 有 界 可 测 ， 据 定理 3.1 2,Ye>0 及 每 个 到， 存在 
并 集 G0,DE,, 使 Gs<mBe 二 5 ， 有 即 m(G:— Bs) < 他 


m (GO— FE) 一 m( LJ 6.— Us "| U (G50)| 


i=1 
Sm(G—B) < z (3. 2. 6) 
t=1 
ss FF 是 


又 BEZ， 据 前面 所 得 结果 ,有 于 集 Go 本 ,使 和 m(Go-B0) 一 二， 
令 证 二 G5 则 己 是 闭 集 ,素性 吾 , 且 
《可 一下) mENGo -mC BE) < (3. 2.77 


软 mG—F)=mL GE UU (EF) =m(G—B) 
+m(B—F)<e, 
< 据 充 分 性 假设 ,Ye>0 有 开 集 及 闲 集 下 ,使 FCCB 
CoG,H 
mB— Fm — FF) <e, 


因此 ,对 您 个 自然 数 i， 存 在 闭 集 严 CS, 使 mw*《B 一 Fi) < 二 -， 今 


三 韦 ;, 则 HES。 是 FF 型 集 ,HCB, 且 


m*(B—H)<m* (EF,) < 0(i70m). 


所 以 ,-- HE S56， 融 B 二 (BE 一 HU HE 证 毕 

定义 3.2.3 设 集 BE 多 ,是 mz=0， 称 如 是 mm- 零 集 或 堆 测 
庶 集 ， 

仔细 分 析 一 下 定理 3. 2. 9 的 证 明 过 程 ， 恒 可 立即 得 到 下 面 三 
个 定理 ; . 

定理 3.2.10 设 集 EZ,, 则 有 民 ” 中 的 ,型 集 CE, 使 
mi =mE. 

定理 3.2.11 和 集 EE2, 伟 有 Rr" 中 的 G, 型 集 O 及 型 集 理 ， 
使 HCECO, 且 mm*(0O—E).: m*(E—H)=0. 

定理 3,2.12 有 也 * 中 的 任何 可 测 集 召 总 可 表 成 一 个 Borel 集 
与 一 个 零 测 度 集 之 并 ; 局 时 也 可 表 成 一 个 Borel 集 与 一 个 零 测度 
集 之 差 ， 


和 re 


定理 3. 2. 12 告诉 我 们 , 双 , 就 是 包含 全 体 Borel 集 和 健 体 零 测 
说 集 的 “可 加 " 集 类 (“可 加 * 足 捞 这 个 类 中 尾 二 集 之 并 仍 属 比 类 ). 


+*3.2.2 Lebesgue 测度 的 平移 不 变性 

对 于 任何 一 个 实数 %， 作 民 ' 一 民 的 映射 和 :zz 十 w。 区 是 
直线 上 的 一 个 平 称 变 换 ， 一 -个 集 8C 民 ’ 经 过 平 称 a 后 所 得 的 集 
记 为 

Ts 加 一 1 十 区 | GE 百 }。 

现 自 我 们 过 论 在 正 移 变 狗 下 , 华 的 测 论 有 什么 变化， 显然 , 当 [二 
{a, bE HT f= (0g b+aieD,, BIT=|i|=P—a. 

定理 3.2.13 Y¥ 集 CR'， 成 立 r 一 mm* (rs8)， 而 且 当 
EE BH, rEE 到，， 


证 明 因为 对 任何 一 询 1 多 ,8C |], 问 时 就 有 rt.1;5 多 2 
i=1 
以 及 ra 六 CC [Crs7), 所 以 
上 一 1 


m* (reB)E > [raf;| = irl. 
一 =1 


捧 外 测度 的 定义 知 ， mr (Tt6 四 志 m* 训 但 To8 在 平移 r+-s 后 矶 是 
B,D m+* rE) mt Em (rEB), 
车 下 E 吕 那么,Y7TCR 成立 
m*T—m {TNE -mT NB ), (3. 2. 8) 
基于 
TATN EI = TN TE, 
ta TNE Y=T TN T= TT (reB)®, 

因此 从 (3. 2. 的 式 得 到 

mr Tr TN TE) mn (rT AN (TAB) {3.2.9) 


在 (3.2. 外 不 中 ,了 是 及 ! 中 的 任意 从 , 收 ze 有 E&， 证 毕 . 

定理 3.2. 13 说 明 , 集 CR' 经 平移 后 , 它 的 外 测 府 不 变 ， 而 
上 月 Lebesgue 可 测 集 经 平移 后 仍 为 Lebesgue 可 调集 (当然 它 的 
Lebesgue 济 度 也 不 变 )。 这 个 性 质 称 为 Lebesgue 测度 的 平移 不 

用 类 似 的 方法 可 以 证 明 Lebesgue 测度 还 具 有 反射 让 变性 ， 
就 是 说 ， 如 果 作 及 1!->RR' 的 受 庄 Tx 一 #， 它 是 直线 上 的 反射 变 
换 , 集 BCRR' 经 反射 变 典 后 所 得 和 的 集 记 为 rE 二 【一 ?| xc 如 )， 
那么 ,YECCR!，m* 甩 一 机 *rB) ,而 时 当 EL 时， TEEZL， 评 明 
留 为 习 首 . 


*3.2,3 不 可 测 集 

下 面 我 们 利用 Lebesgue 测度 的 平移 不 变性 和 Zermelo 选择 
公理 ,在 民 ! 中 作 一 个 不 是 Lebesgue 可 测 的 集 ， 从 而 说 明 不 可 测 
集 确 实 存在 ,而 卫 外 调度 mm*+ 在 集 类 2 ) 上 没有 可 数 可 加 性 ， 

我 们 的 想法 是 这 样 的 ， 在 只! 上 作 一 个 集 吾 ， 要 求 对 于 全 也， 
可 到 这 样 的 一 列 实数 rrs yt 使 得 吾 经 平移 rr, 后 得 到 的 
集 至 一 r", 召 具有 下 面 的 性 质 : 


1) 【8; 包含 一 个 区 间 (例如 {| B00, ). 
2) {0 是 一 列 互 不 相交 的 集 ， 而 且 UB， 是 有 界 集 (例如 


出 EC—1, 2] ) 
i=1 

如 果 吾 具有 这 样 两 条 性 质 ,那么 吾 E 绕 ,。 因 为 如 果 EE 医 !， 据 
定理 3,2. 13, E21, 有 MB 一 ?RB,1 二 1;2,…， 自 于 {8 是 两 师 
不 充 的 ， 所 以 


本 家 从 于 


| 


m( UU BY= SmB, emE+mB+mB+.., (3,2.10) 
f=1] 四 上 一 1 


叉 因 六 籼 ;是 有 界 集 , 并且 它 包含 一 个 长 讼 不 为 窜 的 区 间 ; 因素 
出 测 底 的 单调 性 可 知 


oom ( [Bp<+o. (3,2, 11) 
t=1 


以 [3.3.1D) 式 及 (3,2.10) 式 就 发 现 mm 必须 等 于 零 久 必须 大 于 
受 ， 这 个 闻 盾 说 明 EE. 
为了 直面 级 述 方便 起 见 , 我 们 先 引 人 如 下 概念 ; 
”是 芯 324 设 了 是 一 个 集 ， 若 在 站 的 元 素 之 间 有 一 种 关系 
一 惠 合 以 下 的 条 件 : 
i” 自 扩 人 性: Vx 这 ,~ 
2” 对称 人 性; 大 3 一 包 册 CET); 
3” 传递 性 ， 洛 3 一 护 且 gz 则 zzz 2E 瑟 )， 
束 称 “~ 是 芋 中 的 一 个 锥 价 关 系 ， 
设 "~ 是 集 及 中 的 一 个 等 价 基 系 , 任 取 +EX, 令 -= {y|9EXX， 
zy 僵 寺 ， 称 天 为 下 中 的 一 个 等 价 淡 ， 
显然 ,到 中 的 任意 两 个 等 价 类 到 世 或 是 相同 (这 有 时 x 一 人 ,或 
龙 互 不 相 欧 ,而 卫 集 瑟 裔 是 这 些 互 不 相 变 的 移 价 光 的 并 集 . 
现在 我 们 来 构造 集 盏 记 如 为 一生 号 中 全 体 有 理 歼 所 成 之 
集 , 对 7x,ge[50, 划 , 当 z 一 经 4 时 ,规定 zx 思 这 是 [0,1] 中 的 一 个 
营 价 美 系 ，YxS[0, 1 令 
El = {yy yeEL0, 1], ¥~x}, 
它 是 L590, 1 中 的 一 个 等 价 类 ， 于 是 L0, 1j 被 分 成 一 族 互 示 相 谈 的 狠 
价 类 的 并 傈 , 据 Zermelo 选 择 公理 ,存在 [0,1] 的 子 煲 吾 , 它 是 从 入 


" 上 了 


Shei re See a oki ed a 


全 等 价 燃 吾 {(z) 中 取 一 点 而 梅 成 的 ， 即 吾 与 每 个 漳 价 燃 的 诡 五 站 
瑟 (2) 古音 元 素 集 ， 将 媳 写 成 tr ra rri 并 记 到 ,一 Tn 电 : 
te 十 ?zi| ec 有 ly， 我 们 证 明 这 程 作出 的 8; 确实 具 有 前 面 所 说 的 性 
质 和 2). 

1) 任 取 ?EL0, 1 ,因为 召 门 五 ( 田 是 单 无 素 集 , 设 为 1 , JB. 
所 以 有 有 某 个 raEd 使 z 一 8 一 rio 即 字 一 8 十 rioErr 加 一 可 这 说 


明 [9, 1] 亏 U E,. 
+=1 


2) 吾 ; 人 = 2 是 两 两 不 变 的 ， 固 为 如 果 谷 在 两 个 不 同 的 
由 然 数 宇 与 六 使 加 | 站 吾 ; 产 好， 设 weB 站 B;, 则 2 一 7 与 7 一 Tj 者 
属于 了 但 ¥ 一 ?一 f 一 ?jy 者 吾 的 构造 先 , 必 有 一 7?; 一 一 ?7;)， 其 
mi? 从 而 i 二 7， 这 与 i) 于 盾 ， 玖 {8} 这 一 到 集 是 王 不 相交 
的 .另外 ,由 CE0,1J 及 rE[ 一 1,11(i= 二 1,2,…) 知 , B: 忆 L 一 1 
21G =1,2,) ,所 以 [BCE 一 1,21. 
=1 


由 性 质 四, 2) 可知 FE. 

由 此 可 义 ， 定义 在 集 类 2 上 的 外 调度 za* 布 具有 可 数 可 加 
性 ， 因 为 有 :E28 7) 01 2 目 可 人 一 ] 2,…) 潍 了 术 交 ， 刻 
果 m* 在 2 ， 上 成 立 可 数 林 加 性 ,那么 


m( U2) = Dmg mimi* 二 


和 前 面 所 说 的 情况 一 样 ,将 发 生 mw* 互 既 大 于 零 又 等 于 零 的 矛盾 
现在 我 们 拒 $3.1 和 3.2 所 讨论 的 内 容 扼要 地 小 结 一 下 ; 
我 们 所 做 的 工作 ， 实 际 上 就 足 寻 求 集 范 数 moz =|T| (TE.2，) 

“的 一 种 延 折 ， 使 延 拓 后 的 r* 戌 为 具有 非 负 性 、 可 数 可 加 性 、 且 

me*2 二 0 的 广义 实 秆 集 随 数 ， 

为 达到 上 述 日 的 ,我 们 首先 在 集 类 2 上 引入 了 外 泣 度 m*， 

* 2 


mt 是 zo 在 2 秋 ?上 的 延 拓 , 即 当 TE.2 ,时 ,nm*1 一 mo 了 -= | 了，rm* 
上 有 非 负 尾 , 且 mrm* 名 =0, 但 mx* 在 2 上 不 具有 可 数 可 加 性 .为 
此 , 我 们 又 根据 Caratheodory 条 件 , 从 集 类 2 ”中 分 出 一 个 子 
集 类 色 , ， 即 Lebesgue 可 测 集 业 ， 和 ri* 在 有 ,上 成 立 可 数 可 加 性 ， 
:在 的 涡 度 ma* 记 为 m0% 王 向 *| 2z,)， 这样， 我 们 就 把 集 晴 数 mo 
的 定 交 范围 由 并 ,扩大 到 学 


习 题 3.2 


1. 证 出 定理 3.2. 3. 

2， 证 明 : (1) Cantor 完全 集 PP 的 测 庶 为 零 ; 
[27 有 民 : 上 全 笨 等 测 放 集 所 成 集 类 的 势 询 28 
《3 有 县 ,一 2%. 

3 证 明 ， 史 ,一 2%. 

4 证明， (1) 态 , 一 愉 ; (2) 了 ,一 稚 ;*(3) 绩 , 一 氏 ， 

5。， 设 吾 是 民 * 中 的 和 有 界 点 党 ， 若 对 包含 旦 的 任 人 帮 有 
Bm 一 8)， 就 称 忆 是 Lebesguc 可 测 的 又 设 巨 是 只 " 中 的 无 
界 点 集 ; 大 对 民 " 中 的 任何 区 间 了 有 者 集 1 人 站 都 菠 obese uc di 
如 是 Lebesguae 订 测 的 。 对 于 Lebesgue 可 测 集 机 ,不论 它 有 界 或 无 界 , 一 
称 吾 的 Tebesgue 奸 测 座 汶 五 的 Lébesgue 测 诬 ; 记 作 8， 让 昌 人 
3.1 定 区 3.1.2 狂人 阁 . 

686， 证 明定 理 3.2.7. 

7， 设 8 二 民 *， 医 存在 两 询 可 测 集 {4 ，{Bj， 使 得 ACECB,(i=1, 
2 B00) 则 天 可 测 ， 

8， 撤 中叶 mp 下 二 十 co， 则 Ye 总 总 可 和 将 四 和 分解 成 有 限 个 测度 小 于 邓 
的 互 趟 相交 的 可 浏 集 之 并 . 

9， 证 明 及 ! 上 Lebesgue 测 凑 的 反射 不 变性 . 

10， 设 ws: 民 :-> 归 2。 沪 

(wrtroost. | ysin dg, — an yeosd), 
它 是 平面 由 的 - -个 旋转 变换 ， 太 2 为 旋转 角 ， 那 么 ，v 有 C 民 2， 谎 亦 9 有 一 
m+ a) 有 BEL EE 
4 夺 和 ee 


*83.3 抽 演 测度 


本 节 介 绍 撒 象 测度 的 初步 知识 ， 抽 梨 测 府 理 论 已 经 成 为 泛 栈 
分 析 , 概率 论 与 数理 统计 和 芷 方面 经 党 用 到 的 基础 理论 , 它 概 拖 了 测 
谭 揭 最 一 般 的 特征 ， 辐 时 能 包括 秆 种 具体 测度 而 作为 特例 ， 由 于 
我 们 是 在 详细 讨论 了 工 rbesgue 测度 理 论 的 基础 上 介绍 广 象 测度 
理论 , 下 而 读者 尝 习 这 部 分 药 内 容 不 但 不 会 遇 到 太 大 的 困难 , 芭 重 
还 会 加 深 对 Lebesgue 测度 理论 的 理解 


3.3.1 环 与 环 上 的 测度 


定义 3.3.1 设 卫 是 一 个 集 , 统 是 由 集 也 的 某 些 子 集 组 成 的 
非 空 集 娄 ， 如 果 Y 瑟 BE 5 王 , 都 有 再 吕 且 和 5 开 , 肌 一 下 E 玉 ,就 称 殉 
是 一 个 环 ， 特 别 ,如 果 又 有 XE 琵 , 就 称 如 是 一 个 代数 . 

或 者 说 ， 环 就 是 对 于 并 “U”"， 差 “一 ”两 种 运算 封闭 的 非 窜 
集 类 ， 

显然 , 空 集 允 是 任何 环 完 的 元 ， 因 车 BE 如， 则 有 2 一 8 一 
Cw 

由 于 BABE,— (EB,— EU (Em EB) 

EME = (EU E)— (EAE,), (3, 3, 1) 
国 些 , 环 对 于 对 称 共 和 人 秋 的 运算 部 是 封 卫 的 ， 

定义 3.3.2 设 儿 是 由 集 卫 的 某 些 子 集 组 成 的 非 空 集 类 ， 如 
末 它 伦 注 是 下 到 条 件 : 

32) 背面 ,本 全 22 , 刚 吾 ;一 再 ES2 

2) 若 BEEFC=1,2,……*); 刚 U Ee, 


£1 
于 是 称 多 是 一 个 0- 环 .如 果 又 有 XE, 谣 称 儿 是 一 个 og- 代数 . 
或 者 说 ，c- 环 就 是 对 于 “ 差 * 及 “可 数 并 ” 运 算 封闭 的 非 空 


s 辟 生 
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集 类 ， 
显然 , 空 集 骆 属 于 任何 0- 环 ， rr- 环 必定 是 环 ， 
由 于 NB.= Un U( Us 5) (3. 3. 2) 


因此 ,0- 环 对 于 “可 数 闪 ” 的 运 寻 也 直 寺 闭 的 由 此 可 知 ， 如 有 困 一 
列 集 {8} 都 属于 一 个 0- 环 ,那么 它们 的 上 限 集 与 下 限 集 出 横 于 这 
个 g- 环 . 

例 1 设 开 是 任意 的 集 ， 开 的 有 限 子 集 全 体 所 成 的 集 业 昌 是 
一 个 环 , 当政 是 有 限 集 时 ,8 是 一 个 代数 . 

例 2 设 是 任意 一 个 无限 集 ， 苹 的 有 限 子 入 及 可 数 子 集 全 
体 所 成 的 集 类 名 是 一 个 0- 环 ， 当 下 是 可 数 集 时 , 旨 是 一 个 o- 代 
数 . 

例 3 设 X 是 任意 的 集 ， 内 含 一 个 空 集 的 单元 素 类 { 弛 } 是 一 
个 环 ;由 五 的 一 雪子 集 组 成 的 类 2 是 一 个 -代数 . 

例 4 设 人 ,是 直人 ,中 有 限 个 左 开 右 闭 区 间 的 并 集会 体 所 
成 的 集 类 , 则 如, 是 一 个 环 , 但 不 是 代数 . 

例 5 设 {as 门 是 尾 意 一 斤 环 , 则 们 胞 。 也 是 一 个 环 . 


证 明 YE, BE 站 六 。, 则 YaET, Bi, BER， 从 而 BLU Es 
上 
EB 一 BAER 区 UEE [| 交 ., 醒 一 BE |] 扣 .这 说 
亲民 四 春 后 于 


骨 门 经 .是 一 个 环 ， 证 毕 . 


用 类 似 的 方法 可 以 证 明 ; 任意 个 gc- 环 的 实 仍 是 个 0- 环 ， 

定义 3.3.3 设 8 是 由 和 集 的 基 些 子 集 所 成 的 集 类 .包含 
类 的 一 切 环 的 交 记 为 5 (名)， 它 是 包含 的 最 小 环 , 称 为 由 名 
所 张 成 的 环 . 全 全 区 名 和 环 的 奖 忆 为 ?3)， 它 是 包含 


ea er one er ee 


ts 家 守重 


注 因为 2 是 包含 名 的 一 个 0- 环 ， 所 以 在 定义 3.3.3 中 的 
如 (名) 及 (如 ) 均 有 意义 ， 
例 6 统 ( 纺 ,) 就 是 例 4 中 的 2。 
证 明 因为 名; 是 包含 2; 的 一 个 环 , 而 信人 (入,) 是 包含 2 
的 最 小 环 , 所 以 到 (2) CO 
一 方面 ,YESCOO4y 则 如 可 议 表 成 多。 中 有 限 个 元 吾 至， 
EB; 之 并 , 即 = U Bp,, Bi Bo EBC 从 而 既 集 


(20a) 即 缘 ,CC 琵 (9， ) ,由 以 上 两 方面 知人 这 (多) 一心， 证 毕 . 
定理 3.3.1 设 各 是 由 集 了 X 的 荣 些 子 集 所 成 的 集 类 ， 则 由 名 

所 张 成 的 环 咏 (8) 中 每 个 元 均 含 于 名 的 基 有 限 个 元 的 社 中 ; 由 儿 

所 张 成 的 o- 环 (8) 中 每 个 元 均 含 于 和 的 某 可 数 个 元 的 并 中 ， 
证 明 ”只 证 定理 的 前 半 部 分 , 后 半 部 分 完全 类 伺 , 令 


=- {414 导 玉 ,AC UB Bs Bay, BE @ k= 1, 0). 
和 (3. 3. 3) 
只 要 证 明 . 吏 (外 Cf 即 可 ， 困 为 二 名 是 显然 的 ， 所 以 只 :要 证 
明 .ef 是 环 就 可 以 了 . Yd4 4 ， 则 有 有 1 吃 U EW, A,C U EP, 


gp, EPEE. 则 4 U4sc( U sz?)U vu(U By),41—AC U EY, 
+=1 
鼓 41 U4,4, 一 4 均 属 于 愉 ,即兴 是 环 ， 证 毕 . 
定义 3.3.4 设 了 是 一 个 集 ,， 9 是 由 也 的 某 些 子 集 所 成 


任何 BE22 就 称 为 可 测 空间 (X57) 本 
定义 3.3.5 设 . 妈 是 直 集 工 的 某 些 子 集 所 成 的 类 , 若 对 于 . 
中 的 任何 一 个 单调 集 列 {Bs}， 都 有 limSAA， 则 称 .不 为 单 滑 闫 . 


由 是 和 二 


俩 7 民 " 中 全 何 Lesesghe 可 测 集 所 成 的 类 加; 是 一 个 单 

用 定 闵 3.3.5 林 直 接 得 到 如 下 结果 

1) 任意 个 单调 类 的 交 仍 是 一 个 单调 类 

2) c- 环 必 是 单调 类 .单调 环 〈 既 中 单调 类 又 是 个 环 ) 必 是 
们 - 环 , 

定义 3.3.6 设 名 是 由 集 且 的 某 些 子 集 所 成 的 类， 称 包 含 名 
的 一 切 单 调 类 的 交 为 由 哩 所 张 成 的 单调 类 , 记 为 .A (8). 

注 因为 和 是 包含 的 一 个 单调 类 ， 所 以 定义 3. 3.6 中 的 
-在 (如 ) 有 意义 . 

定理 3.3.2 设 名 是 由 集 的 子 集 所 成 的 环 , 则 (8)= 
(EE). 

证 明 因为 (8) 是 包含 名 的 单调 类 ，.(8) 是 包含 和 的 最 
小 的 单调 类 ， 所 以 (8) C2 (8). 

下 而 证 明 (CAC8)， 只 统 迹 有 明 . 丰 = 在 (8) 为 o- 环 妈 
可 ， 义 因为 单调 环 是 0- 环 ， 所 以 只 要 证 明 . 航 一 -人 (8) 是 环 就 可 以 
了 ， 为 此 , 任 廊 4 己 卫 , 作 类 

WA)=1BIBCA, 二 A—B8,B—d, po {3, 3. 4) 

于 之 ,站 BESC CA), WW AECE CR). 活 晶 ， 闪 -总则 C04) 二名. 
这 上 契 因 为 YBE ,由 十 划 是 环 ,所 以 4 一 B，B 一 万 ， 4 均 属于 
总 .从 而 区 属于 . 秽 , 贾 BE 过 (1)， 

今 证 多 (4) 是 单调 类 ， 在 多 (4) 中 任 取 一 单调 集 询 {B;}， 则 
有 

A—B,B,- A, AU BEA ,Eh =1,2,.: 
由 于 和 集 列 似 一 Be}, {Bi 一 4 ，{4UBi 痢 是 单调 的 ， 而 必 是 单调 
类 ,所 以 上 上 述 三 个 集 列 的 和 极限 都 属于 有， 但 是 
lim(tA—B,)= A—limB., 


中 他 训 


sm 生子 自 


lim (B: — A) = limB,—A, 
lim (CALIB)=AL limB,. 
这 说 明 limBsE% (4)， 因 此 (和 是 单调 类 ， 

最 后 ,我 们 证 明 在 是 环 ， 设 4，BEA ,YCE8， 由 上 而 所 证 ， 
(0) 是 包含 名 的 单调 类 ,所 以 蛇 (0) ,从 而 4AEW CO) , 故 CE 
70d), 即 划 C3CCA4)、，、 这 又 说 明 CCA4) 祷 A 丰 于 是 下 E 史 Cd) , 即 
A 一 B,B 一 4,AUB 均 属 于 .下 ， 歼 让 二 反 (8) 为 环 ， 证 毕 . 

推论 3.3.3 设 各 是 由 集 的 子 集 所 成 的 环 ， 公 是 由 集 革 的 
学 集 所 成 的 单调 类 , 且 .4 二 8, 则 .4 二 2 (8). 

证 明 因 .f 是 包含 8 的 单 吝 类 . 下 ADAHA(8)= 儿 (8). 证 
毕 . 

定义 3.3.7 设 统 是 由 集 X 移 荣 些 子 集 所 成 的 环 (或 o- 环 )， 
所 吏 一 及 是 一 个 广义 实 值 集 函 数 ， 如 果 记 具有 下 烈性 质 : 

1) un(2)=0; 

2) 非 负 性 : YBE FR ,4( 怒 关 0; 

3) 可 数 可 加 性 : 对 任何 一 列 EE 统 (i 二 1,2,*…)，。 如 果 由 
B= GixDHU ES 统 , 就 必定 有 


aU )= Due). : (9. 3. 5) 


rr eM or re 


如果 只 满足 条 件 1)、3) 而 不 满足 条 件 2)， 就 称 4 为 广义 测 
度 ,今后 我 们 只 讨论 测度 . 

容易 看 到 ， 除 了 到 值 生 为 +co 的 广义 实 值 集 函 数 外 ， 由 性 质 
2) ,3) 可 推 由 性 质 1)， 因 此 上 述 关于 测度 的 定义 也 可 以 简单 地 说 
成 : 在 环 ( 或 g- 环 ) 28 上 定义 的 非 负 、 可 数 可 如 且 不 恒 为 十 吕 的 广 
雪 着 案 ， 


义 实 值 集 函 数 称 为 统 上 的 测 记 . 
例 8 设 革 是 任意 一 个 集 ， 吏 玲 东 玉 的 有 限 子 集 爹 体 所 成 的 
环 ,在 红 上 定义 实 值 集 国 数 4 如 下 : 
(CB) 二 再 中 元 烷 的 个 数 ” (EE 弦 ). 
这 个 上 是 环 统 上 的 测度 ， 
倒 98 设立 是 -一 个 任意 的 非 空 停 ，: 表 表示 并 的 所 有 子 介 所 戌 
的 环 ,在 了 节 中 任意 取 定 一 个 元 4, 在 统 上 定义 集 沙 数 上 如 下 ; 
0, 当 4E 丰 时 ; 
£0D) -所 aEB 四 
那么 上 是 环 太 上 的 测 诬 ， 
下 面 的 定理 列举 了 测度 的 一 些 基 本 性 质 ， 
定理 3. 3.4 如 果 岂 是 环 . 灾 上 的 测度 ,那么 有 下 列 性 质 ; 
1) 有 限 可 加 性 : 如 果 忆 ,有 瑟 , BE 到 , 且 这 些 焦 两 两 不 交 ， 


(EE ). 


出 
有 (| BD) = OE). 
2) 单调 性 : 如 果 总 ,65% ， 且 BC 则 
HBA(E). 
3) 次 可 数 可 加 性 : 如 果 B.C 二 1,2,…) 及 召 都 属于 KC， 上 县 
EC [|B,, 


上 兰 ] 


J (BE) >, uCB), 


了 一 工 
4) 如 果 BE 人 一 1)2)3 0), 且 如 性 本 CBEC BE 
一 ] 


统 , 则 
A 


Ca 


本 


lL 


1 


二 讼 用 下 


5) 如 果 BE (i=1,2,3,), 且 BoB,DOB DOD.., 站 BE 
殉 , 而 且 只 少 有 一 个 ,使 4(8;0) 之 十 0, 则 和 
sf Bm)=limp(E). 
此 外 ,如 果 统 本身 是 gc- 环 ,那么 还 有 下 面 的 性 质 : 
6) 如 果 尼 GE 玉 修一 23) 则 
H(imE) lim (Be. 


7) 如 果 璐 ,EE (有 一 工 ,23， 而 且 有 个 自然 数 线 ,， 使 得 
# (UB)<+o, 则 


‘= 


slimE) Slim (EB,). 
到 下 人吉 - 
8) 如 果 虱 ,SE% (二 1,2,3,…)， im 如: 存在， 而 且 有 个 自然 数 
和 使 得 ef |] EE)<+o0, 网 
下 = 


pllimB) 一 limu(B)， 
9) 如 果 各 (二 =1,2，3,.')}， 而 且 有 一 个 自然 数 , 使 得 
Bi) < 二), 则 


[2 而 0 


上 {Tm} =0, 


证 明 以 少 ,4 为 例 . 

1) 对 于 统 中 有 限 个 两 两 不 相交 的 元 ,2，…, 召 ， 只 要 令 
本 一 一 局， 由 可 数 可 加 性 及 4(2) =0 就 得 到 有 限 可 
加 性 ， 

4) 油 为 BER (i=1,2,3,…), BCECTCEC,id FF,=E, 
站 一 一 2，3，…)， 这 时 下, 是 一 列 两 两 不 交 的 集 ， 旦 
aa 9 ， 


U5.= {Fj ,= 


=1 i=:1 划一 1 
E23 


AU)=e (Um)-E  -hnDer) 


和 一 上 下 一 】 


=limg (U Fi)=lime(. 证 毕 ， 

注 在 性 质 的 一 9 中 ， 我 们 加 上 了 玩 基 rz- 环 的 要 求 ， 只 基 
为 了 禾 述 简单 一 点 ， 这 个 要 来 可 以 减 现 为 只 要 求 有 关 的 各 个 入 
在 瑟 经 中 就 可 以 了 ， 

例 10 环 名 .64= 议 ( 儿 0), 见 例 4. 例 昌 上 的 测度 宫 . 

对 于 加 一 《8 D1; 02 Pa; 和合 


m(E) 一 | 五 | 并 (六 一 全 小。 (3. 3. 6) 


显然 , 如: 必 入 ,， 且 名; 中 的 元 革 可 以 写成 人 3; 中 有 限 个 昭 两 
不 相交 的 元 Bo,…' ,上 : 的 并 集 ， 我们 床 这 种 把 名; 中 的 元 如 分 
解 成 92 中 有 限 个 互 不 相交 的 元 的 并 集 的 分 解 为 也 的 一 个 初等 分 
解 , 忆 的 初等 分 解 并 不 唯一 

对 于 E60 设 = | E, 古 加 的 一 个 初等 分 解 ,他 


下 
m(B) 一 之 ;| 至 |， (3. 3. 7) 


则 mC 六) 的 值 只 与 如 有 关 责 与 召 的 初等 分 解 的 具 休 形式 无 关 ， 而 
呈 癌 就 是 环 名; 上 的 测度 ， 
例 11 设 g(x) 是 民 !=( 一 co, 十 co0) 上 定义 的 单调 不 减 的 右 - 
连续 国 数 , 在 环 仿 , (多 ,= 吏 ( 匀 )) 上 定义 实 值 集 函 数 如 下 : 
+ QF 于 


对 于 EE@@,, 如果 加 二 [|] Cai, 8;] 臣 吾 的 一 个 初等 分 解 .就 令 


g(B) = > (9(0) —y (0)), (3, 3. 8) 
T=l 


间 9 是 环 @， 上 的 测度 ， 

特别 地 , 如 果 9y(z)=z， 则 9 就 是 环 信 ! 上 的 印度 如 ( 例 10 中 
n 二 1 的 情形 ). 

由 于 这 里 测度 的 值 可 以 是 十 oo, 因此 还 需 引 入 以 下 概念 

定义 3.3.8 设 纪 是 由 集 了 的 某 些 子 集 所 成 的 环 yy 是 2 
上 的 测度 ,如果 BE 巡 使 (8) 过 十 吕 , 风 称 玉 有 有 限 测度 ， 

和 如果 任何 BE 统 都 有 有 限 测度 , 就 称 测 底 & 是 有 限 的 ， 加 果 
XE 统 ( 即 统 是 个 代数 ) 且 5(X) 过 十 oo, 就 称 测度 上 是 仿 有 限 的 . 

定 迷 有 33.9 运 统 是 由 和 集 苹 访 菜 些 子 集 所 成 的 坏 ,& 十 殊 上 
的 测度 ， 如 果 BE 统 ,而 且 有 一 列 如 E 统 (i 二 1,2,…) ,每 个 吾 ; 都 
有 有 限 测度 , 日 EC U ,那么 人称 召 的 测度 是 o- 有 限 的 ， 如 果 每 


个 BE 统 的 油 诬 是 0- 有 限 的 ， 就 说 测度 站 是 e -有限 的 。 如 果 XE 
统 ( 即 统 是 个 代数 ) 而 且 芯 的 测度 是 o- 有 限 的 , 那么 就 说 调度 4 
是 全 o- 有 限 的， 

就 本 节 前 面 产 举 的 例子 来 说 ， 例 8 中 的 上 & 吓 有 限 油 论 。 如 果 
例 8 中 的 芯 是 有 有限 集 ， 凌 么 上 是 全 有 限 的 ， 例 3 申 的 4 症 全 布 限 
的 ， 例 10 中 的 测度 各 是 有 限 的 ， 但 不 是 全 有 限 的 ， 例 11 中 的 g 
世 是 有 限 的 . 

例 12 设 卫 是 一 个 集 , 统 表示 芝 的 所 有 子 集 所 成 的 ec- 代数 ， 
即 好 =27， 对 于 FE 统 ， 规定 当 囊 是 无 限 集 时 上 本 一 十 co， 当 志 
是 有 限 集 时 {8) 竺 十 集 珈 中 元 素 的 数 且 ， 容 易 验 证 ，& 中 统 上 
的 测 论 ， 当 芯 是 有 限 集 时 ,4 是 全 有 限 的 ; 当下 是 可 数 集 时 ， 下 是 


本 和 


健 rr- 有 限 的 ; 面 当 于 是 不 可 数 集 时 ,就 不 是 9- 有 限 的 . 

令 后 我 们 内 限于 过 论 og- 有 限 和 的 澳 度 . 

定理 8.3.5 设 嗓 是 集 喜 的 蔓 些 子 焦 所 成 的 环 ，A，Hae 是 
到 (2 上 的 两 个 测度 ,它们 在 天 上 的 隆 制 是 -有限 的 ， 如 困 尖 
EE 时 ;1(B) 一 pH2(8) ,那么 在 了 ( 代 ) 上 上 j=. 

证 明 设 EE ( 统 ) 满 是 部 下 和 条件; (1) 有 一 到 如 EE 统 ， 
KH) 之 二 50, 全 六 己 Uj 坟 C2 和 一 其 AE 玉 ,对 (A 二 十 6 
竺 ， (4 人 加 二 Wa(4 作 本 ， 记 这 种 集 吾 的 全 体 为 -在 . 

当 BE 统 时 ,由 于 41 在 估 上 是 0- 有 限 的 ， 斯 以 坟 漠 是 条 件 : 
f1) 又 出 于 Ai 在 代 上 和 刍 ， 所 以 (2) 也 满足 ， 因 此 Ef, 
出 撤 己 . 和 再 证 在 到 上 ji 与 ks 相等 ， 当 加 E. 帮 时 ,由 条 件 (1) 


有 一 列 囊 所 统 , (BD) 之 十 00, 使 EC U ;但 是 我 们 显然 可 以 取 


得 { 召 ,} 使 这 一 列 集 互 不 相交 ， 因 考 由 也 = U { 吾 三 到 和 条 件 {2 
Ai 可 NE) = ps(Bi 门 就 立即 得 到 
Ki(B)= 之 , HCE E) = Si paBNE) = Hl). 
我 们 还 要 证 ,是 单调 类 ， 设 {ii} 是 .在 中 的 一 个 单 请 集 列 ， 
由 于 每 个 满足 条 件 (1)， 所 以 有 统 中 一 列 集 8 四 使 p1 (E87) 之 
十 so， 有 此 本 这 U 中。 因此 limF, 性 U HB, 好 JimF 满足 
有 kk 了" 


f=1 1 4+=1 


笨 性 (1). 又 由 于 当 拒 堪 ， (四 过 十 器 站 2= 
af 冯 门 丈 )， 由 定理 3.3. 4 的 有 和 本 以 及 Ai 二 二 co 让 
FANTimF) = Timp (ANE:) = limpgatANARs) 
= H(A4NlimF). 


sn 终于 全 


后 北 lim PFE, 这 说 明 .名 是 单调 类 。 再 由 推论 3.3.3 知 ， 写 
FRY, 歼 在 9( 镶 ) 上 n= Hs， 证 毕 . 

定义 3.3.10 设 ( 六 , 祷 ) 是 一 可 测 空 间 ，& 是 多 上 的 一 个 测 
度 , 那么 称 ( 革 ,多 , 8) 十 一 高 讼 空 间 。， 有 时 简称 卫 症 测 论 空间 ， 如 
水 (于 ,了 ;所 是 袖 度 定 间 ， 而 是 上古 玉 上 的 有 限 《 侈 有 限 ，9 -有 
限 , 金 9- 有 限 ) 油 勾 , 那么 就 称 这 个 测度 空间 是 有 限 (全 有 限 ，0- 
有 有限, 全 9- 有 限 ) 的 . 


3. 3.2 外 测度 

为 了 将 测度 的 概念 从 环 扩张 到 更 为 广泛 的 集 类 上 去 ， 我 们 还 
必须 引入 外 测 诬 的 概念。 为 此 , 先 建立 一 个 引 理 . 

设 腕 耕 由 集 怠 的 某 些 子 集 所 成 的 环 ， 下 面 引进 一 个 包含 鲍 
的 0- 环 ， 我 们 用 记 续 名 (名 ) 表示 能 出 胸中 一 列 元 素 加 以 福 益 
的 瑟 的 子 集 全 体 所 成 的 集 类 就 是 说 


ER) = {1BCX, 存在 BiER (i=1,2,) 使 BC | |) Bi}, 


(3. 3. 9) 

例 13 设 互 是 任意 的 集 ，: 殉 发 示 互 的 有限 子 集 全 体 所 成 的 
环 , 那么 品 ( 琉 ) 训 是 在 的 有 限 或 可 数 子 集 全 体 所 成 的 集 燃 ， 

例 14 对 于 坏人 忆 1( 久 ,一 多 (入 竹 (下 一 2) 

引 理 3.3.8 设 统 是 由 集 芷 的 某 些 子 集 所 成 的 环 , 则 必 有 

1) HR CHT) 

2) 当 EEWE( 度 ) 时 ;上 的 任何 子 集 下 也 局 于涛 ( 纹 ); 

3) 2( 抵 ) 是 0- 环 . 

证 明 引 [ 理 的 前 两 条 娃 论 是 型 然 的 ， 今 要 证 明 饼 ( 统 ) 屋 5- 
于 ,也 就 是 只 要 再 证 路 ( 议 ) 对 可 数 并 的 运算 龙 封 闭 的 即 可 , 

设 BEBE(RD) (t=1,2,…), 则 对 于 每 个 ,有 一 列 吾 PE 搞 


二 芷 可 刘 


(7=1, 2 )) 使 Bc [Ei . 从 而 BC U Uz rn CE 中 
一 1 一 了 工 f=1 了 一 


8 


BD,j=1,2,…) 是 统 中 的 一 询 元 素 . 因此 山 态 SW (RC). 证 
毕 . 


定 灾 3.3.11 设 2 上 是 环 琉 上 上 的 测 认 ,YEBE 多 (党 )， 作 广 交 
实 值 集 函 数 


pCE) =inf Sey) | Bem 日 gcUa. {3. 3. 10} 


| 1 
pr 称 为 虫 测 度 世 所 引 纪 的 处 测度 

定理 3.3.7 由 环 统 上 的 测度 4 所 引出 的 外 测度 4* 有 下 列 
性 质 : 

1) 非 负 性 : YEE2 (BR ) ,4* (8) 六 0 

2) 音调 性 如果, BE (HR) 和 且 CE 则 (6) 志 
A* (Ea); 

3) 次 可 数 可 加 性 ; 对 任何 一 列 B.S ( 久 B)(i=1,2,…)， 成 
立 不 等 式 


of 人 U B) < Ta). (3. 3. 11} 


| 


证 明示 和 马 从 gp* 的 定义 可 直接 得 到 多 的 证 朋 贸 六 
本 是. 
定理 3.3.8 设 4* 是 由 环 统 上 的 测度 上 所 引出 的 外 测度 ，. 
VECHR, aCE) -KH(E). : 
证 盟 留 为 习题. 


3.3.3 测度 的 焉 拓 
根据 环 受 上 的 测度 总 引出 的 吕 ( 统 ) 上 的 外 测度 天 龙 上 的 : 


和 呈 委 全 


延 拓 ,但 p* 在 路 ( 殉 ) 上 不 具有 可 数 可 加 性 ( 见 8 3.2 不 可 测 集 一 
例 ), 于 是 我 们 自然 希望 从 嘻 ( 统 ) 中 分 出 一 个 子 类 殉 *( 要 求 5 
包含 统 月 不 刍 于 统 ), 使 pr* 在 统 * 上 成 立 可 数 可 加 性 ， 这 就 启 
发 我 们 引入 下 面 的 定义 ， 

定义 3.3.12 设 上 4 是 环 统 上 的 测度 , un* 是 由 测度 4 所 引出 
的 外 测度 , FEY (RB)， 如果 YFE( 统 ) 都 成 立 

ney=u* (FN + nF E), (3. 3. 12) 

就 称 刀 是 jp*- 可 测 集 ，4*- 可 测 集 全 体 记 为 统 *. 

3| 理 3.3.9 设 统 是 由 于 的 菜 些 子 集 所 成 的 环 则 统 己 
+ 

证 明 设 BEG, PELE(FR),e>0,4* 是 由 环 坟 上 的 测度 4 所 
引出 的 外 测度 , 则 由 Ar* 的 定义 , 存在 一 别 集 机 EU (i =1,2,…)， 


使 PC | 也， 并且 


有 (十 2 HE:) 一 bp (BNE) 十 At BE)] 
FN BE) + AF— EE). 

出 于 上 式 对 任意 的 正 数 = 成 羡 ， 因 此 吾 是 jg*- 可 神 集 ,， 故 统 忆 
< 

引 理 3.3.10 Ar*- 可 测 集 全 体 统 * 是 一 个 环 . 

证 明 ”用 证 明定 理 3.1, 4 一 定 迎 3.1.8 的 步 难 及 方法 即 可 证 
期 ， 

引 理 3.3.11 如 果 Ee (22) 有 pr) 一 0, 则 BEE. 

证 明 YFE 纶 ( 撤 ), 由 外 测度 的 单调 性 、 非 负 性 及 次 可 加 履 
可 知 

HR EAA (FNE TA (FF— Eu*(F—E), 

斯 以 二 人 十 一刀 ,因此 婚 *， 证 毕 ， 
a 


定 光 3.3,.13 设 上 是 环 统 上 的 测 庆 ,BE 统 ,如 果 (82)=0, 
就 称 召 是 w- 零 集 ,简称 为 零 集 . 

显然 ，#- 零 集 的 子 集 如 果 也 属于 弦 就 必然 也 是 零 集 ， 但 是 
对 一 般 环 到 上 的 测度 x, 4- 零 集 的 子 集 不 一 定 属于 弦 . 

例如 设 下 是 一 集 ， 统 = { 王 人]}， 这 是 一 个 环 ， 念 CI( 瑟 ) 一 
4(2) = 0, 则 产 是 环 静 上 的 测度 、 当 玉 至 少 有 两 个 元 嵌 时 ,的 
真子 集 不 属于 统 . 因此 有 必要 引入 下 面 的 概念 . 

定义 3.3.14 设 g 是 环 统 上 的 测度 ， 如 果 R 中 任何 4- 零 
过 ) 是 可 测 空 间 ，& 是 {于 , 统 ) 上 的 完全 测度 是, 称 ( 瑟 , 融 ，H) 蘑 
完全 测度 空间 

定理 3.3. 12 jp*- 可 测 集 全 体 25 * 是 一 个 c- 环 ， 而 且 pr* 是 
吏 * 上 的 完全 测度 . 

证 明 “用 类 位 于 证 明定 理 3, 1, 10 和 推论 3.1. 11 的 方法 就 可 
证 明 妈 e* 是 一 个 o- 环 ,而 且 4* 是 统 * 上 的 测度 ,再 由 引 理 3. 3. 11 
知 , pi* 是 统 * 上 的 完全 测度 . 

由 于 器" 马克 ,E* 是 oo- 效 ; 所 以 统 * 了 0( 统 ) 泊 克 . 

一 般 地 , 设 有 是 任意 全 集 , 弦 是 由 下 的 菜 些 子 集 所 成 的 环 , 由 

关于 统 * 与 多 ( 统 ) 的 关系 ,有 下 面 的 定理 : 

定理 3.3.13 设 4 是 环 骂 上 的 -有限 测 度 ,那么 弘 * 中 的 
集 必 可 表示 成 ( 统 ) 中 的 集 与 一 个 kr- 要 集 之 并 ; 同时 也 可 表示 
成 9 ( 统 ) 中 的 集 与 一 个 &*- 零 集 之 彗 . 

证 明 留 为 习题. 

定义 3.3.15 设 L 是 环 久 B 上 的 一 个 测度 ,多 为 包含 统 的 
任 一 o- 环 . 若 友 在 9 上 的 测度 及 ， 使 对 每 个 ES 弦 有 (EB) = 
(有 ， 则 称 闫 是 天 在 史上 的 一 个 延 拓 (或 扩张 ). 

a JF 9 


例如 ，o- 环 霓 * 上 的 测度 ii 是 环 统 上 的 测度 4 在 统 * 上 
的 延 拓 . 

由 定理 3. 3,5 可 知 ,如果 上 是 环 受 上 的 c- 有 限 测度 , 则 在 
0- 环 儿 ( 统 ) 上 的 延 拓 是 唯一 的 . 

例 15 设 m 十 按 例 10 中 的 方法 在 环 名 (多, 二 统 (2,)) 上 
定义 的 测度 , 由 于 路 (@。J) =28 YY( 见 例 14), 所 以 由 避 所 引出 的 外 
测度 mr*( 见 定义 3.3,11) 与 $3,1 所 定义 的 Lebesgue 外 测 庶 m* 
(元 定义 3.1. 1) 相 一 致 ，mw*- 可 测 集 就 是 R* 中 的 Lebesgue 可 测 
集 ,m*- 可 测 集 全 体 四 + 就 是 RR" 中 的 Lebesgue 可 测 集 全 体 区. 
出 环 仿 , 所 张 成 的 o- 环 多 ( 多 ,) 就 是 RR* 中 的 Borel 集 全 体 涤 ，. 
将 @@# (33 二 名,) 上 的 测度 1w* 仍 记 为 mm, 则 CR", 这,, 1m) 就 称 为 (3 
维 }Lebesgue 测度 窟 间 . 

例 16 设 9 是 按 例 11 中 的 方法 在 环 人 名 (多 1! 二 令 ( 久 1!) 上 
定义 的 测度 ， 由 9 引出 外 测 庶 9g*，9g*- 可 测 集 称 为 Lebesgae- 
Siieltjes 可 测 集 , 简称 L-S 可 测 集 ，9*- 可 调集 全 体 所 成 的 集 类 称 
为 Lebesgue-Stieitjes 可 调集 类 , 简称 L-S 可 袜 集 类 ,这 种 测度 称 
为 Lebesgue-Stieltjes 测 谋 ， 沿 称 工 -5 测度. 特别 地, 当 例 11 中 
的 8z) 一 zzE( 一 co 二 co)) 时 ,这 种 测度 就 是 及 : 中 的 Lebesgue 
测度 ， 

现在 我 们 把 本 地 讨论 的 内 容 扼 要 地 小 结 一 下 : 

我 们 从 集 蕊 的 某 些 子 集 所 成 的 环 弦 ， 以 及 环 统 上 的 测度 上 
出 败 , 普 先 根 据 环 统 作 和 集 类 名 ( 统 ), 它 是 包含 统 的 一 个 o- 环 , 热 
后 在 逆 ( 玉 ) 上 作出 由 测度 & 引 出 的 外 洞府 4*，p* 是 4 在 
名 (名 ) 上 的 延 拓 ，k* 具 有 测度 的 一 部 分 性 质 ,但 ie 在 巡 ( 统 ) 上 
不 具有 可 数 可 加 性 ， 为 此 ， 我 们 叉 根 据 Carathéodory 条 件 ， 从 
中 (多 ) 中 分 出 了 一 类 集 , 即 p*- 可 测 集 , 4*- 可 测 集 全 体 统 * 是 一 
个 也 从 鲍 的 0- 环 ,而 且 p+ 是 统 * 上 的 完 仿 测 度 . 

和 


今后 我 们 凡 遇 到 球 开 上 的 测度 上 时 ,总 是 立即 把 它 延 折 成 为 
统 * 上 的 测度 x*， 在 不 至 发 生 混 溢 的 时 候 , 统 *. 上 的 测度 4* 仍 用 
导 上 来 表示 ,这 样 ,就 把 疡 的 定义 范围 由 环 喧 扩大 到 8+， 


习 题 3.3 


证 明定 理 3.3.4 区 及 .3) 5) 0 7) 8) 9)， 

， 证 朋 例 190 中 的 各 是 浆 下 (机 一 经 (1 玫 由 ) 上 上 的 出 著 ， 
， 证 即 阅 1 中 指 8 是 环 允 1 玉 Bo 沈 ( 有 上 的 油 度 . 
证 明定 理 3.3.7 的 3 有 定理 3.3.8. 

证 明定 再 3. 3.13， 


mn 


$3.4 乘积 测度 


本 古语 论 9(FEND 维 欧 几 果 得 空间 RR? 与 9C9gEN) 维 苞 几 里 
得 空间 及 ?中 的 Lebesgue 可 测 焦 和 7+9 梭 欧 几 里 得 空间 及 2 
中 的 Lebesgue 可 测 集 之 间 的 关系 问题 ， 为 此 , 先 引 人 下 列 概念 
和 术语 : 

定义 3.4.1 证 并 ,了 是 任意 两 个 集合 ， 称 集合 

XxT={(r, 1rET, yEY} 

为 了 和 了 的 乘积 . 

特别 地， 当 互 是 多 维 欧 几 里 得 空间 民 ?, 了 是 4 维 欧 几 里 得 空 
间 RR* 时 , 称 

xrF—oRrx ReQ={(r,y) | rERr, yeR 

“为 Rz? 和 有 "的 乘积 空间 , 

设 4CR?, BCRs, 称 4xB 足 有 R*x 疏 * 中 的 拭 形 ,4, 召 称 为 矩形 
4 x 召 的 边 ， 

显然 , 民 ?X 了 ?一 下 ?9。 

例如 ,二 维 空间 民 * 斌 可 厦 作 一 维 空间 到 :和 站: 的 更 积 , 即 


R:~—R'ix RR, 
葬 积 空间 民 ? x 至 ?中 的 矩形 具有 以 下 性 质 ; 
引 理 3.4.1 1) 4x 瑟 一人 全 4 一 放 或 B= 作 . 
2) 设 4X 吕 与 4 x 了 都 是 非 空 矩 形 , 则 
A XBCAs x BACAd,, BTCB,. 
特别 地 ， Ax B=AxBSA:=4ds, B=B 


3) 藻 4= U 4, 5- U Bm 


AxB= U U (Aix B,), 


el 1=1 
且 当 4d; 门 4 一 络 , 了; 门 如 一 纪 避 和 关 力 时 ,而 
(A XBDN CA BD) FI) 


d) 藻 4 一 NN 4 B- Ra B= Nn (A;x Bi). 
t=1 


证 明 以 沪 为 例 .V(x,g)5E4xB， 网 YE 二 瑟 ,于是 xEA.,， 
ER 一 1,2 ,从 而 fa， »eN (A, x B,), a 4x Bc | Cx x 
B), 

另 一 方面 ,Y (2, 二 Nn (A xB), M(x, WEA XB =1, 
2, ,于 是 TEA, EB. (G1, 2 人 AB DE 
用 X 吾 , 这 又 说 明 Nn (4A,xB,)CAxB， 因此 , 4xB= 站 (A; x 
B)。 证 毕 ， 加 
定义 3.4.2 设 ECR?x Rr,xER?, 称 集合 
B= {y| (x, EE} 
为 召 的 zz 埠 口 ， 叉 设 8 代称 集合 


Ey= {x|(x, mEE} 
OD 。 


为 召 的 了 堆 口 ， 
显然 ,BH 是 及 的 子 集 ,8 是 及 = 的 子 集 . 
”和 鹤 只 省 以 下 性 质 ， 
引 [ 理 3. 4.2 1) 设 BCFCRrxR*, 册 VYzERz 有 吾 . 一 下 
2) 设 了 ,FCR?x Rr ENF=O, MYzeR?, 有 BN ,= 


3) 设 吾 二 U BCRrxRr， 则 YxER?, 有 吾 - 一 U (BF,)s. 


4) 设 加 = n BCR?rx R', 则 YzER?, 光 B= Nn (E,),. 

证 明 以 1) 为 例 . 不 妨 设 B= {31 (vw 扩 EB} ZrER?). 
BE 加 则 (zy WER, 从 而 (2 EF, yeF,, KK Ese,. 

定义 3.4.3 设 订 (xz) 是 与 集 台 吾 中 的 点 2 有 关 的 一 个 命题 . 
营 吾 中 僵 C(x》 不 成 立 的 点 % 的 爹 体 是 一 个 零 测度 集 ， 就 称 命题 
(Cz) 在 如 上 几乎 处 处 成 立 , 记 作 开 (x)a.e. 于 召 ( 当 名 不 说 自明 时 
可 簿 记 作 并 (2)a.e.)， 

例如 , |tgx| 过 十 coa. ,于 时! 二 (一 00, 十 00). 

又 如 ,5[0, 1 上 的 Cantor 完 全 集 Po 的 等 征 函 妾 po) 一 0 a. 6. 
于 [50, 1 . 

定理 3.4.3 设 4E 色 BE 吧 则 4xBFE2io 且 

mitAx B=mA.mB. 

证 明 (一 ) 当 和 4 和 BB 都 是 有 界 时 ,分 以 下 五 步 进 行 讨论 : 

1° 当 有 4 和 BB 都 是 左 开 吉 闲 区 间 时 , 则 4 x 8 吕 是 Rr*r 中 的 无 
开 有 闭 区 间 , 因而 可 油 。 即 4XxBEYp4g, 且 

mAxB)=|AxBI=|Al:1B|=mA.mB. 

2° 当 4 和 B 都 是 开 集 时 ， 因 任何 开 集 均 可 下 为 可 数 个 互 不 

相交 的 堪 开 夺 闭 区 周 之 六 ， 所以; 设 
和 站 == U 寺 ， 上 五 … UD B40 4;=0, 


- IOl* 


BNMB;= GK), Are,, Bc,, {1 =1,2, ")， 
据 引 理 3. 4. 1 的 3) , 则 
AxB= [| [| (4,x 8B), 
i=1 4=1 

县 (A;x BNNCAxB) = (i ,或 j 关 站)， 
及 据 1" Aix Bj 可 测 ) 生 mCAdixB)=mAdimB(it, j=1,2,**). 
声张 , Ax B 可 油 , 好 44x BE 人 Erin, H. 

训 (44xB)= > > mlArxB;) 1 > >， Cm dm By;) 

i= j=1 


加 Pm4 (Pm, ) -Pm ) (Zins, ) 
= 四 4B 


3° 当 A4,B 是 G, 型 集 时 , 据 定 理 3. 2. 6 之 注 , 可 设 4= 丰 Gu> 


寻 于 LL 
B= 门 et 其 中 Gw G3(e= 2 …)》 是 有 界 开 集 , 且 


全 站 人 全 
全 如- 人。 
据 引 理 3. 4. 工 的 2 ,出 
GX GO 全 人 全 站， 
且 GxGa(i==1,2,…) 有 和 界 , 油 据 引 理 3.4.1 的 活 , 则 
AxB= 站 (Gn xX GG) —lim(G, x GQ*). 
| nt 
由 2 知 , ,x G3 可 测 , 县 
mG XO = mG mG n= 1, 2,."). 
所 定理 3.1,13 和 定理 3115 (上 连续 手 )， 则 4x< 吕 可 铀 ， 星 
Ax BESpiyy 用 
a 102* 


mAxB)=limnm({o, x 0) 一 mm 人 全 人) 
={limmG,): (limmo*) —mA.mB. 


4° 当 4 和 中 至 少 有 一 个 是 淮 测 度 集 时 ,不 妨 设 m4=0, 据 
定理 3.1. 2,VYe>>4 及 正 数 1, 有 开 集 8 和 GG*,G 坟 4,9* 必 B, 使 迷人 
< 二 er 二 ,mG* 之 MB 十 1, 十 是 
m*tAdAx Bm Gx) =mO x GN) =mG mae(mBt. 
由 z 半 0 的 任意 性 知 , mm* Ax 一 一 0, 朴 4x 呈 可 测 , 即 4x BE 红 prgs 
且 

mAx B=0=~mA.mB. 

5” 当 4 和 至 是 任意 有 办 可 测 集 时 ， 据 定理 3. 2. 6 及 其 注 和 
推论 3.1 12， 存 在 有 界 的 如 型 党 本 和 B*， 全 4* 必 4，B* 沪 BB， 
mA mA mB*=mB, Bnd 一 一 mB* 一 B= 二 0. 所 引 理 
3. 4.1 的 3), 则 

A*xB*=[CAd*— AYUAIXTB*—B) UB] 

=[ (dA*— A)x (CB* -BTU A mA) BI1 
UTAx (B*-- BY (A Bi. 
上 式 右 端 之 集 互 不 相交 ， 册 3 及 入 知 , x Br 及 千 式 右 端 前 三 集 
畦 癌 测 , 邦 4x 吾 可 油 , 妈 4x BE 如 p44; 地 
mA* x BY)—mL (A*— A x (Bm Bl+m L(A —A) x B] 
+ mA4x (BB*—B) +m(d x B) 
~m(AxB). 
出 3° 知 ， 
md* x BY—mA*. mB =mA.mB., 
融 Imt4xB)=mA.mB. 
总 之 , 当 4 和 召 都 有 界 时 ,定理 成 立 ， 
{二 》 当 4 和 8 都 是 任意 可 袜 集 时 ,不 论 4, 8 是 否 有 界 , 据 引 
" 半生 


理 3.2.8, 我 们 总 可 以 将 4, 5 分 别 表 为 可 数 个 也 不 相交 的 有 界 可 潮 
集 之 并 : 
A={) 4 B= UB,,AiN 4;=0, Bifl B= (iFD), 
且 4, BGi=1,2,…) 都 有 界 可 测 , 据 引 理 3.4.1 的 3), 则 
AxB={ U (ixB), BA x BIN ArXBN = 
i=1 了 二 全 
(让 或 1 了 站)， 
据 ( 一 ), 4;xB; 可 测 , 且 . 
md PmA:{mBii,}=1,2,.). 
斯 了 以 ,4xB 可 测 , 即 4x BES5ro 且 


md x B)= SSB) = DD m4 mB) 


t=1 j=1 
-Pn4 ) (EB,) 
二 m4-mB. 证 毕 , 
定理 3.4.4 落 有 CRzxRs 之 测度 为 零 ， 则 mm 及 一 0a.e. 
于 及 ?， 
证 明 因为 
{z|zE 有 >， m*E 0} = | 和 jscRw， ptr 二， 


期 以, 只 要 证 明 

YO6>0, B= {rzER?, nH 
的 外 测度 为 起 即 可 ， 因 集 互 可 测 , 据 定理 3.1 2, Ye 一 0， 杏 在 开 集 
人 8, 使 mG<mB-+e 二 e， 因 GCRrxR 及 "为 开 集 , 据 定 理 2.1.2， 
可 将 刀 岩 为 可 数 个 互 不 相交 的 诺 开 右 闭 区 间 T($ 王 1， 2 了 并: 


<。 了 04 。 


G= I， 其 中 Ti=A! xArCR?x Ri=1,2,.,. 
证 二 让 


一 LU =,2 2 可 各 且 对 尾音 因 定 


的 上 自然数 2 我 们 总 可 以 适当 地 将 诸 T(t 二 1,2,…, 贡 分 解 成 为 有 
限 个 更 小 的 互 不 相交 的 左 开 右 闭 区 间 , 使 


uP 机 电 
G,= [I= UA xAG), 
上 =l 名 =1 


且 使 {A } 及 {A } (= 1, 2， "ay Rn) 中 任意 两 个 区 


图 3.4,1 


鹿 或 者 不 相交 ， 或 者 完全 重合 《如 图 3.4. 工 所 示 )， 设 这 亿 个 及 
{A} (E=1,2,..., mw) 中 彼此 互 不 相交 的 区 间 分 别 是 


六 吕 各 一 工 , 2 Ty 其 中 中 ay 


Am’'= | j Am'; 
Dam -=U 


* TOF = 


tp 你 则 
i 1, 2 ia 其中 所 芭 全 且 | 入 区 “一 U 六 
于 一 二 睹 二 3 


网 (G2)s= UU 和 A”. 
son tr 


ar. 
In LR 
dp Xk TAn 


所 以 YzE 及 ?, (G4): 可 测 , 且 当 zEA49' 时， 
m (G+ 3 el A "| 


下 中 og Ne PAT x A CH 时 ， 
基 。 7 二- 
机 并 这 情形 
邻 A 二 {fzER?,m(G): 记 人 ,加 4 可 油 ; 且 ,Cdni1; 从 而 


A={x|zER?, 人 一 A, 


Lk 


也 可 测 , 出 定理 3. 1. 14( 下 连续 性 ) 知 ,m4 二 Hmm 于 是 ， 对 任 
意 国 定 的 自然 数 ,有 


e>mG>m0 = NPI HAP 1 IAP D 
其 一 ] 1 


-eA Ed 


=l 1=1 
本 宙 i 
= HAs | (Beta ) 
t=1 “1 


> > AS! | (这 eg |) 


a ca 


> 区 A’) )=6(mdn). 
EM’ can 


对 上 式 令 2 >co 取 极限 ,得 ?之 5 4)， 


* 了 自生 


丸 国 为 8 必 B, 记忆 加 一下 从 而 4 一 万 ， 放 4 泣 
m*B, 因此 ,e25(msB) 由 e>0 的 任意 性 知 ,mrB 一 0 证 毕 . 

注 1 在 定理 3.4,4 的 证 明 中 ,我 们 对 G(rER7) 的 可 测 性 没 
有 证 明 ， 其 实 让 Ge 一 [|] (Gj). 便 知 ，YxER?，GsE 襄 。。 因 此 ， 对 
R? xRRe 中 之 任何 开 集 口 及 YzER?, 都 有 GE 如 

注 2 把 定理 3. 4. 4 的 结论 中 的 “z" 换 成 “ ' 及 "* 换 成 RR"?， 
所 得 结论 仍然 成 立 . 

定理 3.4.5 若 8CR?rx Rr 是 可 测 集 , 则 召 E 色 ,a.e. 于 RR?. 

证 明 分 以 下 三 步 进行 讨论 ， 

1” 当 刀 是 G, 型 集 时 , 设 = 站 ce 为 开 集 , 据 引 理 3. 4. 2 


的 刷 , YrxER?, 有 B= Nn (Gs; 再 由 定理 3. 4. 4 的 注 1, 知 孔 E 双 ， 
=1 
(¥ zxER"), 

2"” 尖 玉 是 党 测 度 集 时 , 据 定 理 3. 4. 4,m 记 二 0 a,e. 于 民 ", 旬 
EEa,e, FR?, 

3 当 巨 是 任 党 可 测 集 时 , 据 定 理 3.2. 11, 有 Gs; 型 集 0 二 至 ,使 
h( 人 一 好 二 0, 从 而 0 二 (0 一 2) UB, 据 引 理 3. 4.2 的 3),YzERP， 
有 0O; 一 (D0 一 B)w UB, 据 1*, 0sEYo( YIER?), 据 2, (0 一 Cg 
ae 于 及 ?, 改 盏 ESa.e. 于 及 >， 证 毕 ， 

注 把 定理 3. 4.5 中 的 结论 换 成 : BEYpa. 6. 于 民 ' 仍 然 成 
这， 


习题 3.4 


1， 证 明 引 理 3.4.] 的 站 ;2,3). 
2， 证 明 引 理 3.4.2 鬼 纺 33 和 


了 人 7 二 


第 四 全 可 测 图 数 


为 了 建立 Lebesgue 积分 的 舌 要 ,我 们 还 必须 引进 一 类 重要 的 
函数 一 一 Lebesgue 可 测 熙 数 ， 并 讨论 其 性 质 和 结构 、 此 外 , 对 盾 ' 
象 可 测 阔 数 也 作 一 点 简单 介绍 . 

本 章 前 三 节 (34I 一 4.3) 讨论 Lebesgue 可 测 困 数 (简称 . 
可 测 函 数 ), 第 四 市 ($4. 和 介绍 抽象 可 测 国 数 ， 


$4.1 可 测 范 数 的 定义 发 性 质 
为 了 今后 讨论 问题 的 需要 , 我 们 先 给 出 广义 实 值 函数 等 概念 ， 
并 对 一 些 常用 的 与 函数 有 关 的 集合 的 记号 作 如 下 规定 ， 
而 把 映射 9: 2-> 及 称 为 加 上 的 实 值 函数 或 用 限 唱 数 ， 
设 户 (z)Gs 二 12,…)，f(z),8(z) 都 是 定义 在 集合 吾 上 的 广义 
实 值 函 数 ,a; 5 是 实数 ， 我 们 记 
E[ 妨 ~> 了 了 一 { | EE, limfa(z) 一 大 区) 了 


ECf if]= {2|2EE, fT)PfT), R00}, 
ELIA9) = {| rEB, f(x) AT) 
E[f2a] 一 {xr|xEE,f(?) 0}, 
ELo<féb] = {IEB, ef tr) eb}, 
笃 畦 ， 这 些 集 都 是 吾 的 子 集 ， 今 后 我 们 利用 集合 米 分 析 国 六 的 性 
质 时 , 常 要 用 到 这 些 类 型 的 集 . 
本 节 所 说 的 可 测 党 如 无 特别 声明 ， 都 是 指 9(9EN) 维 耽 儿 里 
得 空间 及? 中 的 Cebesgue 可 调集 , 即 指 用 中 的 集 . 
定义 4.1.1 设 忒 z) 是 定义 在 可 测 集 达 上 的 一 个 实 值 国 数 , 若 


， 10F.* 


十 二 {] E, EMBED Bt =1,2, … 0) 可 测 , 使 当 rks 
时， 所 他) = Ci ci 是 常数 (3 一 1,2, ry nn) 巾 称 (7) 为 E 上 的 一 个 
简单 国 数 . 

此 时 , fz7 可 及 表示 成 区 下 的 形式 


fC(5) = Saxs ls), EB. C4.1. 1) 


其 中 ,Xs.(z) 是 集 如 的 特征 函数 ， 我 们 称 (4.1 1) 为 A+) 的 一 个 
V1 ns 

则 称 (4.1 1) 为 1(z) 的 标准 初等 分 解 ， 显然 , KKz) 的 标准 初等 分 解 
是 唯一 的 . 

例 1 在 可 测 集 召 上 恒 敬 于 一 个 常数 的 函数 f(z)=c(zEB,e 
为 常数 ) 是 吾 上 的 简单 函数 ， 

人 情 2 [1 二 的 了 iniechlet 销 数 

po- 各 是 [0, 1 中 的 有 理 数 ; 


0,z 是 [0, 1 中 的 无 理 数 

是 [0,1] 上 的 简单 请 数 . 

例 3 若 区 间 [a,8] 可 划分 成 有 限 个 两 两 不 交 的 小 区 间 , 使 [a， 
8] 上 的 函数 fz) 在 每 个 小 区 间 上 取 常 实数 值 ， 就 称 f(z) 为 [a,5] 
二 的 阶梯 国 数 ， 阶 梯 函 数 显然 是 简单 函数 ， 

例 4 设 瑟 ,4 都 是 可 测 集 ,再 二 4， 定 义 在 下 上 的 集 4 的 特征 
函数 xsfz)(zE 到 是 马上 的 一 个 简单 男 数 ， 

引 理 4. 1.1 简单 函数 有 下 烈 基 本 性 质 : 

1) 车 f(z), 9(z) 都 是 可 测 集 上 的 简单 函数 , 则 f(2) 圭 g(r》， 
fOrY Oe), FTI oCTI CGIRO), maxtHr), g(r)), min(f(z), 
9(z)) 都 是 了 上 的 简单 函数 . 
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2) 若 嘱 z) 是 可 测 集 吾 上 的 简单 冰 数 , 则 Yes 及 ,和 集 瑟 Lj 一 oj 是 ， 
可 测 集 . 

证 明 我 们 这 里 只 证 2),1) 的 证 明 留 为 习题 ， 

2) 的 证 明 : 设 


TY)= 之 ， QAX ELI EEE) 


是 玉 ) 的 标准 初 竺 分解, 则 
EB, Ga<o 时 ， 
位 当 a 时 ， 
BE;, Baa 一 1 时 . 


上 BL 了 >4j 是 可 测 集 。 证 毕 . 
定义 4.1.2 设 玉 7?) 是 定义 在 可 神 集 如 上 的 广义 实 值 消 数 ， 
若 有 上 的 简单 函数 列 {pa(7 站 ,使 所 7)=limgpa(z)(zSEB), 则 兢 


下 > 四 = 


ee nt 


加 雏 , 任 何 简单 北部 测 隐 数 
定理 4.1.2 设 天 +*)， 纪 7) 是 可 测 集 三 上 的 可 测 函 数 ， 则 
Fz + g(r) fOr 97), TTY/ gE) CKIED0), max (f(z), g(x)), 
min(f(z), gz7) 都 是 三 二 的 可 出 函数 . 
证 明 设 f(x)=limgpn(z)(2EE), 9g(7)= lm (7) (EB), 
中 gx), az 一 12 都 旦 吾 寺 的 简单 国 数 .由 于 
ft) = lm pa(2) + pat)], 


F(z).9(7) = lm gas) "Ba )} 


ea 
9T) rp) 
AX cfr), gr)) 7 immax (Pt), Wat)), 


中 I 


min{ f(z), 他 (了 = limmintgp.(z), Pr). 


据 引 更 4.1 1 的 1 及 可 测 函 数 的 定义 ,定理 得 证 ， 证 毕 ， 

和 如 果 把 习题 1. 2 的 第 8 题 中 的 f(z)(z 二 1,2,…) 及 fz) 者 换 
成 定义 在 集合 马上 的 广义 实 值 末 数 ,就 得 到 

引 理 4 .3 设 亡 (z)(z 一 .2…) 及 太 z7) 都 是 定义 在 集合 刀 
上 的 广义 实 值 函数 ,Limfu(z)=- 1(o) (zs 盏 , 则 YoER, 有 


sf>o=N UN af.>a- 十 | 
证 明 1? YxoEB[L 了 2| 及 每 一 个 自然 数 亡 则 woEB， 且 
flro) >a>0 一 二 ;由 于 imf(zo) = 了 (zo), 因 而， 总 有 自然 数 启 在 


在 ,使 当 % 这 入 时 ,f(z0) >a 一 二 ,因此 ， 


ne U N27>e- 计 | 
上 =1l N=1 R= 


- 著 zrf>0]c U 由 中 >- 到 | 
2 Ye 由 日 让 下 六 >e 一 雪 | 则 ae 可 且 对 每 个 自然 


次 , 总 有 月 然 数 六 存在 , 当 ?3 空 训 时， f(zo) >q 一 二 ,于 是 


fz) =limfa(zo) >>a 一 二 ， 


出 的 任意 性 知 , (20) 宇 #, 所 以 zB[ fF 二 9j， 印 
Btf>0> NU 站 可 pm>e- 到 | 
B=1l N=1 和 = 下 


* 了 了 了 才 】 


由 1%,2° 知 ,8[j 之 = 站 贡 站 引产 >e 一 二 | 下 毕 


定理 4.1.4 设 忒 z) 是 定义 在 可 测 集 互 上 的 广 叉 实 值 函数 , 财 
人 Zz) 在 8 上 可 测 售 YaER, 集 8[j 守 oq 可 测 . 

证 明 “一 因 大 7) 在 吾 寺 可 测 ， 据 可 调 国 数 的 定义 ,有 达 上 
的 简单 国 数列 {pn(z 讨 ， 使 1(2)=limpa(r) (XE BE). 据 引 理 4.1. 3， 


则 匹 f>o= 门 让 | 可 ws>a- 志 | 再 据 引 理 4.1, 1 的 约 ， 每 


El N=-l naM 


个 集 pa>a 一 证 | 都 可 测 , 因 而 , 集 ECf 之 中 可 测 ， 


“7 VD CER Ce) ,由 于 
El[f<al= BN (Le]) 2 
ELoSf 0]= ECf220IN ECLf<e), 
据 完 分 性 假设 , [了 < 之 a] 及 B05 所 f< 之 0 都 是 可 测 集 . 
下 面 凤 作 出 一 个 定义 在 BB 上 的 简单 函数 列 {p:(z 站 ， 使 人 (xz)= 
limga(x) (xEE), 
对 任意 固定 的 自然 数 m 因为 
E=ELf<—n UE nf Uf 
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=B[f<—a]U 1 a[<1< 先 | UB[f>#]), 


10* 
所 以 , 卫 被 分 成 有 限 个 互 不 相交 的 可 测 祭 之 并 ， 
令 
一 天 ， ¢EBLf<—n); 
0 = a 
下 一 —n10", —n10rt 1,0, 1 1410"— ts 
半 ， i BL 守 n | 


其 中 ,[L0"X(z)] 表 示 不 总 过 10"JCz) 的 最 大 整数 ， 则 pv(z) 是 定义 
在 如 上 的 简单 函数 . 
以 下 证 明 limgs(z) 一 人 z) (YzE 轩 )， 


任 取 3oE 瑟 ， 车 —o0<f(ro) < 十 co, 根据 pfY) 的 定 沈 ， 显然 有 
Himga(zo) = 了 (zo) ;车 f(zo) = 十 00, 则 对 每 个 自然 数 x，, 有 soSB[f 之 


中, 即 po(zo) 一 a> 十 co (Ga->co), 所 以 limgpo(zo) = 了 (zo) 车 了 (m) 


= 一 oo 则 对 每 一 个 自然 数 2 有 zsELf 过 一 8j; 阳 
Patto) 一 — n> — 00 (n> 00), 所 以 也 有 limga 【ao 一 f(z0) 证 毕 . 


推论 4 1.5 设 扎 z) 明 室内 在 可 测 集 召 上 的 广 尽 实 值 画 数 , 则 
Ya 有 RGB<o， 下 列 任 一 亲人 性 都 是 f(x) 在 有 上 可 测 的 充 要 系 
上 插 ; 

]) 集 配 广 > 四 可 测 , 2) 集 5[f 了 所 a] 可 测 , 3) 集 下 fa 可 测 . 

还 明 包 为 习题 ， 

例 5 不 可 测 状 数 的 例 ， 设 召 己 及 :是 Lebesgue 不 可 油 集 ( 见 
1, 7EE, 

0, zxER:—E, 
者 定理 4.1. 4, 肛 ! 上 上 的 国 数 afz) 丰 是 Lebesgue 可 测 国 数 . 

例 6 ”车 名 = 0, 则 召 上 的 任何 广义 实 值 函数 共 2) 都 在 下 上 可 
测 . 

证 明 YaER， 因 [fn]CE， 所 以 mr*{B8[f 实 dj}=0. 故 
B[f 空 4] 可 测 , 即 人 7) 在 上 可 测 . 证 毕 . 

定理 业 3.6 设 f(7) 是 定义 在 可 测 集 如 上 的 广义 实 值 非 负 函 
数 ， 则 f(x) 在 号 上 可 测 全 存在 吾 上 的 一 列 递增 的 非 负 简单 函数 
FA 使 limgpn(z) 二 (2)(zEB). 

证 明 “充分 性 是 显 热 的 ,下 证 必要 性 : 对 任意 自然 数 2, 邻 

。 了 了 了 《| 


§3. 3，xa(z) 一 | 由 于 和 lzER5，xa(z)>> 于 | = 吕 


二 ED | | 0 hf< | 
Fa) 0,1,2,..,810"—1; 
n, TEELf SR 
则 g(t) 是 定义 在 吾 上 的 简单 隧 数 ,并 且 容 易 看 出 
Op EE. 
区 由 定理 4.1, 的 证 明 就 知道 ,limew 2 一 大 zzS8， 证 毕 ， 
为 了 说 角 非 负 函 数 可 测 的 几何 意 闵 ， 我 们 引入 下 方 图 形 的 概 
念 ; 
定义 4.1.3 设 f(2)== 了 Oza Yq) 是 定 尺 在 BCCRri 上 的 广 
义 实 值 韭 负 函数 ， 称 点 集 
GE; 1) = {R32) = Fu Fa gy 2) | EB, 
Oa f(s) CR 
为 J(*) 在 召 上 的 下 方 图 形 . 
定理 4.1.7 设 7) 是 定义 在 EH 上 的 广 沁 实 信和 非 久 淆 
数 , 则 了 f(z) 在 召 上 可 测 与 集 9(B; 有 可 测 . 
证 明 “=>”: 将 全 体 非 负 有 理 数 排 为 rray oo7i 全 
六 | 一 本 大 > 相手 玉 ?9， 盏 ;一 {z10<2<7 CR' (i=1,2, '), 
购 吾 ,至 仁 一 2) 和 尼 可 剂 , 由 定理 3. 4.3 知 , 阁 |X 五 于 及 2 可 测 


全 一 了 人 而 和 一 (Bx BD CR 可 测 ,车 能 证 明 G+ = 


GB 了), 则 GCB; 力 就 可 测 。 首先 ,YC2; DEG*, 习 自然 数 io 使 (2 
ER XxX Bry BNrEB:, zEB;, 十 晟 XEB, fT) ri OO? 从 
而 0<g 之 7) 可见 (2)z)EG(B; 有 ,这 说 明 G*CGCE; 有 和。 其 次 ， 
YEG(E; fzEB, 9), 从 而 必 有 正 有 理 数 7;,, 使 
0<<z 之 ry, 过 f(z), 于 是 EBjos 2CB;o， 所 以 (232) EB x BC 
这 又 说 明 G*G{B;1), 天 0 二 GB; 由 ). 

ie II， 


一 . . a 


“<"”: 所 推论 4. 15, 只 须 证 明 对 于 任意 实数 6， 集 引 L 广 > 
可 测 即 可 。 出 于 当 a<0 时 ,如 > 四 = 下 可 测 , 所 以 ; 只 须 再 证 对 于 
任意 非 负 实 数 4, 集 B[ 了 >qJ 可 沛 就 可 以 了 . 因 G=G(E; 让 CCRix 
及 :可 测 , 据 定理 3. 4.5, 春 在 4CR' 二 (一 00, 十 00),?%4 一 0, 使 当 
2zERY+ 一 [0, 二 co) 们 ( 坟 !' 一 4) 时 ， 
他 :一 {ri (rx; 2 EG BE; )} = EBL/>72ICR* 
可 测 , 但 有 R* 在 [0， 十 co) 中 稠密 ， 据 定理 2.1. 13 的 2，YaS[0， 
二 0}, 有 RR* 中 之 点 列 信 让 ;使 z, alz 单 调 下 降 且 收 钱 于 由 ,地 


8[f>q] 二 [| 下 fz 由 可 测 ， 证 毕 ， 


定义 4.1.4 设 玉 x) 是 定义 在 可 训 集 百 上 的 广义 实 信函 数 , 称 


f(z), 当 zeB[f>>0] 时 ， 
f Cz)=max(fz),0) = pr po 
为 1(z) 的 正 部 , 称 

f(z)， 当 zEB[f<0] 时 ， 
(=max(—f(7), =} carro 
为 f(z) 的 负 部 . 
显然 ,f*(z)、f-(z) 都 是 定义 在 上 的 广义 实 值 非 负 函数 , 且 
有 
Fz)=f "(5) -2), 
fee) | = 2) 4x). 
由 定义 4.1.4 和 定理 4. 1.2 可 立即 得 到 
定理 4.1.8 设 玉 z) 是 定义 在 可 测 集 召 上 的 广义 实 值 函数 , 
则 
1) f(x) 在 上 可 测 和 3f*(z) 与 1-(7) 都 在 了 上 可 测 . 
2) f(z) 在 上 可 测 ->jf(z)| 在 上 上 可 测 
2 本 了 了 生生 


定 巡 4.1.5 设 8C 了 Rr 了 是 加 上 的 实 值 县 数 ,xoEE. 巷 Ye 计 人 0 
36>>0, 使 当 zE0 (zo NE 时 ,有 f(z)EOCFCz0),2), 则 称 于 在 zo、 
尽 连 续 ， 此 时 也 称 zo 是 了 的 连续 点 . 

和 数学 分 析 中 一 样 , 了 在 z 点 连续 舍 对 于 是 = 乡 : 上 任何 一 个 
路 化 于 zo 的 点 到 {zw) ,成 立 limf (zo) = 了 (zo). 

车 于 在 万 上 的 每 一 点 都 连 红 , 则 称 / 在 1 在 2 上 连续 ,此 时 ,我 们 就 
说 故 2 是 忆 上 贞 乏 续 斑 数 ， 

例 7 设 灰 z) 是 可 测 集 马上 的 连续 函数 , 则 蕊 z) 在 吾 上 可 测 . 

证 明 只 须 汪 明 YaERR, 集 5 了 >aj 可 测 即 可 .。YzE8[f>aJ 
则 由 了 的 连续 性 假设 , 35. 沁 0, 使 

Or, NN ECE a]. 
令 G= 0tz 0, 则 如 是 开 集 , 且 


enNna= | Cowx, INBICEC>e. 


zeEEFf a 

荔 一 方面 ， 显 然 CG2 下 > 四 ,从 而 G 门 瑟 忆 本 广 > 时 ， 
均 于 f 之 qj 二 GN 可 济 ， 证 毕 ， 

定理 4.1.9 设 蕊 z) 是 定义 在 可 测 集 召 上 的 广义 实 值 函数 . 1 
若 1(z) 在 石上 可 测 , 则 fx) 在 五 的 任何 一 个 可 测 子 集 上 也 可 测 ; 
2) 藻 将 万 表 为 至 多 可 数 个 可 测 集合 ,之 并 :== (8,, f(x) 在 每 
个 上 可 测 , 则 (x) 在 吾 上 也 可 测 ， 

证 明 1 YaER, 因 BL 了 守 4]= 玫 [了 汪 4] 几 玉 ,, 零 f(z) 三 如 1 
上 可 测 . 

2) YaER, 因 Lf>0]=[ 妃 ， [faJ, 束 fz) 在 上 可 测 . 
证 上 比 . 

定义 4.1.6 设 fz) 与 907) 是 定义 在 召 上 的 广义 实 秆 哆 狼 , 若 
f(z) 一 9(z)a.e@. 于 8, 则 称 信 z) 与 7) 在 如 上 对 等, 记 作 ; f(x)~ 


委 了 


wl 


于 碧 或 f~g 于 是. 

例 8 若 fC(5) 与 9(7) 在 可 测 集 如 上 对 等 ,日 fx) 在 玉 上 可 测 ， 
则 gq》 在 如 上 也 可 测 

证 明 令 B*==BLI 了 9， 则 m8*= 二 0, 且 当 #4EB1 一 一 EB*， 
f(z) 二 9g(2), 由 定理 4.1.9 的 了 D 知 ,87) 在 如 上 可 测 ， 由 全 8 知 ， 
JT) 在 8* 上 可 测 , 指定 理 4.1.9 的 2),9(2) 在 =8;UB* 上 可 测 . 
证 毕 , 

定理 4.1.10 设 fn(f)(n 二 1,2,…) 都 是 可 测 集 吾 上 的 可 测 丹 
数 ， limyw(2) 一 所 zx70Y3EE)， 则 六 2) 在 互 上 可 测 . 


证 明 YacE 了 下, 据 引 理 4.1. 3, 则 
srf>m= 站 U 站 |f>o- 圭 | 


B=1 N= a=8 
破 信 7) 在 吾 上 可 袖 ， 证 毕 ， 
定 沈 人 1.7 设 f(Y)(n 王 1,2,…) 及 玉 #) 都 是 上 的 三 


| 


化 于 FLz), 简 记 为 ;(z) 一 > f(z) 于 瑟 或 f， “~ 了 于 加 


rr mr rer re 


推论 4.1.11 设 疡 (z)(a=1,2，…) 都 是 可 测 集 召 上 的 可 测 
函数 ,车 f(z) 一 > 7z) 于 百 , 则 KKz) 在 召 上 也 可 测 、 


避 期 4.1 


1 证明 引 趣 4. 1.1 的 二 和 推论 4.1.5. 
2、 设 于 ( 轨 ， 疡 (z)，…， 了 Co 。，… 都 是 可 测 集 吾 上 的 可 测 函 数 ， 峙 
supfa Co ,inff(z7、tma fn(w}、Jimfa(z) 也 部 是 是 上 的 可 测 国 数 . 
3 十 明 任 何 一 元 单调 函数 都 总 可 测 阔 阁 . 
4， 设 iC 是 如 6 名 9, fi( 拉 是 了 名 ge 上 的 可 测 苞 数 ， 证 明 所 (2x) 了 (9) 
是 BX, 上 的 可 袖 男 数 ， 
Ili7 * 


§ 4.2 可 测 函 数列 的 收 敏 性 

本 节 引 进 可 出 琢 数 列 儿 乎 一 致 收敛 和 依 测 度 收 敏之 委 念 并 
讨论 几乎 处 处 收 并 , 几 平一 臻 收 伍 和 依 测度 收 筷 三 者 之 间 的 关系 ， 

本 节 所 说 的 可 测 集 如 无 特别 声明 ,都 是 指 乡 , 中 之 集 . 

定义 4.2.1 设 fz)(n=1,，2，-…) 及 了 x) 都 是 可 测 集 吾 上 
几乎 处 处 有 限 的 广义 实 信 函数 ， 若 Y6> 0, 存在 召 的 可 测 子 集 。， 
me<6, 使 tf,(z 站 } 在 BB 一 e 上 一 臻 收 化 于 2z), 则 称 {f,(7 六 
在 罗 上 几乎 一 致 收 钙 于 Hz)， 记 为 f(z)->f(z)a.u, 二 如 或 


fz) 二 > f(x) 于 EF, 简 记 为 所 >fa. u. 车 电 或 所 一 下 f 
于 至. 

定义 4.2.2 设 所 (7)(n==1,2,…) 及 f(z) 都 是 可 测 集 加 上 岂 
平 处 处 有 限 的 可 测 范 数 . 车 Ye>0, 都 有 

limm( BL|f,—f ll) =0, 

则 称 {f,(z} 在 如 上 依 测度 收敛 于 1(z), 记 为 f(z) 二 f(z) 于 巨 或 
ff 于 已 

引 理 4.2.1 设 扩 (7)(=1,2,…) 及 f(z) 都 是 可 测 焦 卫 上 几 
胖 处 处 有 限 的 可 没落 数 ， 则 /一 -> 了 于 EOYe>0, 和 恒 有 


~( DU BE1f.—f1 0 }=0. 


1 如 一 交 


特别 , 当 zB<+eo 时 , 则 户 一 /于 了 yyYe>0, 都 有 


lim mC ELIfs—fl>e)) =0. 


证 明 首先 由 于 B*=BCIf]=+ooJU( UU BEIf1=+o01) 


为 零 测度 集 , 而 必要 了 时 总 可 用 吾 一 吾 * 代 赫 吾 ,所 以 ,不 妨 设 f,(2) (Cn 
三 22,…) 及 入 #) 都 在 吾 上 处 处 有 限 ， 据 习题 1. 2 第 9 题 的 (2)， 


和 “3 FEem(EEfspf)) =0 
sm 站 U [1.71>4|)=0 (YEEN) 


Hel R=-N 


SYe>0, 都 有 za( 门 [Eif,~fl>e] )=0. 


N=1 mk 


当 mm 如 之 十 虽 时 ,所 定理 3, 1. 15( 上 连续 性 ) ,出 
lmm( U ECIfs~fl>eI)=m( 站 U BE1#,—f1>e) 
耻 三 时 于 = 1 二 = 对 
=0. 证 毕 . 
引 理 4.2.2 设 扩 (zt8=1，2，…) 及 太 z) 都 是 可 测 集 下 上 
刀 平 处 处 有 限 的 可 测 函 数 , 则 六 一 了 于 BYe>0, 恒 有 


limm (U ELIf,—f1>e] )=0. 


三 中 


证 明 “=>”: 设 f, 一 > f 于 B, 则 Ye>>0 和 Y6>0,3 可 测 集 
eCE,me<8 及 自然 数 玉 = 开 (sy 有 ,使 当 23 下 时 ， 对 一 切 xzEB 
一 吾 一 e 都 有 | 六 (z) 一 万 21 <e， 因 此 , 当 2 扣 时 ,有 下 17 一 


> 中 Ce。 从 而 当 3> 玉 时 ， 有 [本 | 太 ~j 关 加 CU 丐 记 
-H>ece 故 马 册 瑟 | 一 玫 > 四 ) 和 me<5. 这 说 明 


mm 人 U BCIf,—fl>0])=0. 


日 79 


“<->， 由 充分 性 的 仍 设 知 ,Y8>0 及 Y 自然 数 如 总 有 自然 数 
N=NW(6, 罗 ,使 m(U B| 一 fi 之 诗 |)< 恋 令 


凡 三 机 2* 


网 eCE, 8 可 测 , 且 


me< Sim( 2| 1 一 f1> 计 |)< 台 癌 = ， 


贞 一 于 可 三 部 


EF=B-e~e B= 门 站 A 


因此 ,Y 自然 数 刀 3 自然 数 , 当 za32 六 时 ,对 一 切 2EB,, 都 有 
[Fi(z) 一 Kz)1< 工 ， 故 玉 一 > 了 于 吾 证 毕 . 
定理 4.2.3 设 六 (z)(z 一 1,2…) 及 蕊 z) 都 是 可 测 集 轧 上 帮 


平 处 处 有 限 的 可 测 函 数 . 
当 8 寺 十 co 时 ,有 


TD 落户 一 -> f 于 8, 则 fa。 一 j 于 思 . 
2) 车 户 一 -> f 于 B, 则 记过 1 于 及 


3) 车 如 = 于 忆 ， 则 必 有 条} 的 子 列 {fs,}; 使 1 一 > f 
于 五. 
4) (F. Riesz 定理 ) 若 六 一 了 于， 则 必 有 {ff 的 子 列 {f,}， 


使 ,一 > 了 于 万 . 
当 m8 之 十 co 时 ,有 


s 20] * 


一 一 一 一 一 


5) (Eropos 定理 ) 若 太一 > f 于 万 , 则 f。 一 > 了 于 及 
6) (Lebesgue 定理) 若 f 一 -> 了 于 四则 户 一 f 于 已 
证 明 1) 据 引 理 4.2.2,f, 一 > 了 于 BYe>0， 


lim U zr1f, fl>0)- 


$ Bs= LU) Br1f.— 一 下 六 时 , 则 By 了 Byr(N=1,2，…)， 且 
3N 使 z(Bw ) < 二 co， 据 定 理 3. 1. 15( 上 连续 性 )， 


sa (Bn) = "NN Br )=m( f) U acs -fi>e])=0 


青 由 引 理 4.2.1 知 , f. 一 一 > 了 于 也 
2) 据 引 理 4.2.2,f, 一 > 了 于 B=>Ye>>0, 


Bimm(U ECIf, fl] )= 
因为 
m(BLIf fleD Sm( U BIF fl ) (n>N), 


从 而 limm (BC! 一 了 i 之 e 了 一 0, 即 人 之 f 于 世 . 


3) 由 于 所 >f 于 刀 , 则 Ye>0 及 VY 自然数， 3 自然数 
K(k,e) ,使 当 ?2 下 时 ,有 
mEE fmf >eD < Bir 
A 
=KE(,e), ns—Imax{a 十 1 天 (22 


man, 十 十， K(E,e)},: 
» I21* 


则 Re < 和 < “Re 


m(BLIf, fleD) <a 1,2,.), 
于 是 ,Y 自然 数 驴 ,有 
m(U 本 If 可 )< Pm, fl>eD) 


~ 1 _1 
< 
旦 一下 


获 timm( BEi 和 ,一 下 > 可 )=0. 即 户 ， > 了 于 吾 


4) 出 3) 和 DT 可 立 得 权 . 

5) 由 3| 理 4.2.1 和 3 引 理 4.2.2 可 立 得 人 引 ). 

6) 由 5 和 分 可 立 得 6)， 证 毕 ， 

注 1 当 m 台 一 二 oo 的 限制 去 掉 后 ， 定 理 的 5). 6) 不 再 成 立 . 
见 下面 反 例 . 

例 1 f(z)= 二 在 民 !'==( 一 co， 十 co) 上 处 处 收 敏 于 0 但 从 
R: 中 控 志 任何 测度 有 限 的 可 测 子 集 e, 者 不 能 使 {f,(z))} 在 RR' 一 e 
二 一致 收 伍 于 0, 即 有 一 一 > 0 于 及 ! 不 成 立 ， 另 外 , f= 二 0 于 R! 
也 不 成 立 . 

注 2 定理 的 从 的 逆 不 真 ， 由 下 列 说 明 . 
人 例 2 取 =[0,1),mE<<+co， 对 任意 给 定 的 自然 数 4， 我 
们 总 可 以 找到 唯一 的 非 负 整 数 与 i, 使 得 

凡 二 22 十 2，0<i 2， 

在 20, 1 上 作 巩 数列 ; 

fT) fort) = £7) 7EL0, Di 一 12 


则 {faCz 站 是 59,1) 上 处 处 取 有 限 值 的 司 测 育 数列 ， 且 加 之 0 于 [0 
“122* 


一 一 全 
em clan pp 
i Lr EL Be 


事实 上 ，Ye>0，B[1f, 一 0 之 6] 或 为 空 集 (e> 了 T 或 为 | 玄 
i 


2 


《es 切 ， 和 注意 到 当 # oo 时 ， 下 >co。 从 而 
limm (BL |f,—0| 2]) =0. 


函数 列 {f(z 站 在 50,1) 上 处 处 不 收 伊 . 事实 上 ,YamE[0,1D，, 荐 
数列 {f(z)} (na= 1,2,…) 中 有 无 穷 多 项 在 zo 点 的 值 为 1， 也 有 无 
穷 多 项 在 zo 点 的 值 为 0, 故 {f(z 站 在 xo 点 不 收 绩 ， 

定理 4.2.4 设 m 有 < 十 ， 则 之 f 于 富 {fj 的 任 一 子 列 
{fj} 中 都 还 存在 一 个 子 列 {f5,,), 使 1。,， 一 > 了 于 及 . 

证 明 “全 ”由 于 所 之 了 于 加 ,因而 ,对 {j,} 的 任何 子 列 {f,} >、 
显然 也 有 户 ,=>f 于 互 ， 据 定理 生 2.3 的 八 ， 名 有 {fo 的 子 列 


(fo.) 使 及 ,> j 于 玉 . 


“<=?， 假 车 六 一 了 于 旦 不 碟 立 , 则 必 存 在 ao>0， 使 三 (有 | 产 
一 引 闵 外) 不 收 人 于 零 , 因 此 必 存 在 i>0 及 {Ff} 的 子 列 {f,}; 使 
细 ( 开 [| 六， 一 了 | 之 so) 60 (k=1,2,.). 
显然 { 访 ,} 的 任何 子 列 { 访 ，} 都 不 可 能 依 测度 收获 于 六 据 宅 理 
4. 2,3 的 介 , {fs,} 的 任何 子 列 {让 ,,} 更 不 可 能 几乎 处 处 站 化 于 玉 
这 与 题 设 矛 慎 ， 故 记过 f 于 吾 ， 证 毕 . 
注 定理 和 2.4 的 必要 性 可 以 不 要 求 m8 过 十 0， 
依 测 度 收 熏 还 有 如 下 一 些 基 本 人 性质 ; 
定理 42.5 证 7m 四 一 十 ceo 访 二 于 玫 ,9 一 9 于 瑟 ， 则 有 
1)》 落 又 有 万 当下 于 瑟 , 则 了 一 站 a. 于 EB; 
2) 若 a,5b 为 两 个 实数 , 则 of,T09,=>0f 十 59 于 吕 ; 
3) 六 9 了 于 二 
4) 若 gs 和 9 在 上 几乎 处 处 不 等 于 零 ， 则 f,/19, 二 fi9 于 玉 
,123. 


《这 里 在 9 9 为 零 的 一 个 零 测度 集 上 ， 可 规定 函数 拨 /9g。， f/g 为 
尾 意 的 数值 ); 

5) | 妨 | 之 | 站 于 五 ， 

证 明 这 里 上 只 证 1 其余 证 明 留 为 可 题 ， 

1) 因 f 这 ff 于 BB， 据 定理 4.2.3 的 仿 ， 存 在 {fn} 的 子 列 
{让 及 DCB,mDi 一 0, 合 在 E 一 Di 上 万, 一 了 -oo) ;又 因 了 这 
五 于 思 , 据 定理 4.2.4, 存 在 {f,,) 的 于 到 {fa,,} 及 DC m2D 王 0， 
使 在 一 D 上 , 了, 一 i 一 00)， 鼓 在 8 一 (D1UDs) 上 ,f= 二 4h， 厨 
RD UD)=0, 即 一 h a.8. 于， 证 毕 . 

注 当 六 四 一 十 ooe 时 ,定理 和 2.5 的 切 , 2 5)7 仍 成 立 ， 


习 题 4.2 

1， 设 Ko， ff 于 BJ=9 ae 于 吾 , 届 六 全 9 于 罗 ， 

2， 证 明定 理 4.34.5 的 中 ;中 ;4,5). 

3. 设 EE CTE 8 fDitT) a eT BE, n=1, 

*» M(x) 一 了 00 于 殖 ， 

4 设 BE ft 于 Be) a, 于 可 na T 2 
Mf er) a. 6. 于 二. 

5， 变 配 络 o (Ww) (4 二 1;2;…)】 是 如 土 几乎 处 处 有 限 的 可 测 函 数 ， 则 
{fmt} 在 吾 上 依 测 度 收 优 于 某 个 可 测 函 数 的 充 去 条件 是 ; Ye>0 及 6 一 0 
习 自 熟 数 入 一 Ne, 辐 ,使 当时 ;有 加 (8B[|f 一 J | 守 51) 之 


§4.3 可 测 函 数 的 结构 
本 节 讨 论 论 可 测 函数 和 连续 六 数 之 间 的 关系 ， 从 而 揭 东 可 测 了 


数 的 结构 . 
定理 4.3.1 (JIyaz 定理 ) 设 了 BE 如，Jz) 是 上 上 几乎 处 


处 有 限 的 可 测 函 狼 ， 则 Ys 二 0, 逆 集 F,CE, 使 m(B 一 FP,)<e， 
上 且 f(*) 在 ,上 连续 . : 


" 了 了 学。 


证 明 分 三 步 讨 论 ， 

1” 先 设 f(z) 是 上 的 简单 铺 数 . 

据 简单 函数 的 定义 ， 甩 的 分 解 : B= {| Bl,， BNEB= (i 
,B= 2 MM, fr Y= ei, gwEB, CF = 1,2, .4 1) 
据 定理 3.2. 9, 对 每 个 ,有 闭 集 ;CCB 使 mw(B, 一 下 ) < 二 令 


P.= LU Fi, 则 了 ,是 闭 集 ,P,CE, 且 
mB Fr.) -以 U 3 一 吕 m=a(U (8.—F) ) 


= mB F)<e,. 


下 证 Kx) 在 ,上 连续，YzoSF, 及 YNo 汪 0， 必 有 io 所 %， 和 使 

FoE Fs 取 正 数 号 使 
0<é<minfpt{ro, Fi) |iE{l, 2, **, #}— {io}}, 
则 也 ,站 OCz0; 四 二 Fi 门 0(z0, .于 是 当 xEF. 门 Otxo， 二 时 ,有 
FC)—f 20) | = {es m6) =0<0. 

这 说 明 f(z) 作 为 上 的 消 数 在 wo 点 连 绪 ， 由 zoEF, 的 任意 性 
知 , f*) 在 下 , 上 过 续 ， 

2° 设 辣 有 < 站 co 天 z) 是 如 上 玫 乎 处 处 有 限 的 可 珊 函 数 ， 

据 可 测 函 数 的 定 关 ,有 上 的 简单 孙 数 列 {epwxz 分 ， 使 
limgn(7)=f(2) (EE). 回 定 理 4.2. 3 的 四 《Eropos 定理 ), 丰 在 


eCB,me< 坟 ,使 在 百 ,一 如 一 e 上 ，Pn(*) 一 至 收敛 于 fz)， 因 诸 
eu(z) 限 制 在 Z,， 上 时 仍 为 往 单 函数 ,所 1", 对 每 个 wa《z), 都 有 际 
集 CB,, 使 nh (8. 一 FP,) < 7， 且 po(z) 在 Pu 上 连续 ， 令 如 一 
作 ,, 则 下 ,是 闭 集 , 了 ,CB,CB， 寺 是 每 个 ga(z) 在 了 .上 连续 ， 
刀 王 二 


- ZF = 


nz) 在 三 ， 上 一 致 收 化 于 所 改 乒 2 在 忆 上 和 连续， 又 因为 
E—F,=(E—EN)U(E.—F)=(E—E)U (U (EB.— Fn) ), 


e Ac e 
喜 m (BPOSm (BEB)+ 2) mB.—P)< Oorr = 


=1 用 车 4 
3” 设 m 二 十 oo, f(z) 是 上 几乎 处 站 有 限 的 可 测 函 数 . 
令 
B= {zrER’, t—1< p(s,0) <i, 
0 一 (0, 0 ER ,t=1,2,... 


则 及 "| j 了 3, 忆 但 瑟 一 世人 天 放 ,B:G 二 1,2,…) 有 界 可 测 ， 令 
了 四 荆 
B= BN B=1,2,...), MN 


Bl) (ENB)=UB, RNB (sD, 


吾 : 有 界 可 测 , 即 mB 十 co(i 二 1,2,…), 据 2", 对 每 个 主 ;;4 闭 集 
CE 使 mr (B, 一 下;) rr 且 7) 在 f; 上 连续 ， 


令 杰 二 | Fi, 则 FYCB， 现 证 明 f(x) 在 8* 上 连续 ，YzoE 
f=1 
FF*, 习 自然 数 fo 司 xzoSFi 由 于 f(#) 在 了 ,上 连续 ,所 以 , Yo 一 0， 
36>0, 使 当 xSE0 (zo， 040) 门 至 ;。 时 ,有 
|f(5)—f (ro) | <o, 
取 6= 了 minfpo(zo Bl-Dyp(zo Piers) ,010) 1}, 
则 
Oro DMN FPF*=OC70, 0 NF CO O00) NP 
从 而 当 xEO(zo,6) 站 BF* 时 ,， 亦 有 
|f(5)—f(z0 [<0. 


-2 


这 说 明 f(z) 作 为 PF* 上 的 函数 在 和 点 连续 .再 由 zaSF* 的 任意 
性 知 , Hz) 在 7* 上 连续 . 

由 于 F* 可 测 , 据 定理 3. 2. 9, 3 闭 集 了 F.CF*, 使 mn(F* 一 下 ,) 之 
豆 ; 而 f(z) 在 ,上 连 继 , 且 


mE—F)=m(E— FF) mF.) 
< m (BF,—F,) 1 有 < 了 十 二 一 e. 证 毕 . 
下 面 是 不 用 Eropos 定理 的 证 明 方 法 . 
证 明 首先 由 于 可 二 B51f| = 十 ce] 是 零 测 度 集 ,而 必要 时 总 
可 用 吾 一 Bo 代 赫 8, 所 以 不 妨 设 大 2 在 吾 上 处 处 有 限 ， 


将 民 ' 二 (一 oo, 十 00) 中 的 金 体 有 理 数 排 成 7 ,rs，… 


令 Bon=B|r Taf rT) ET, + 二 bl 2 风 | 上 ne (RE 一 1， 


2，…') 可 测 ， 据 定 理 3, 2. 93, 对 每 个 Brg 3 开 集 个 使 


"pTnsy hb 


mG Brn) nis SB,= [| (GBF), 


乔 , 旺 二 


则 五. 可 测 , 且 


[=| 四 


放 百 ,< > mG CO— Brg) < 之 


8 
有 + 站 直 
nS 2 2 


只 , 此 二 二 


下 证 f(z) 在 一 ,上 连续 ，Y9>0, 取 自然 数 如， 使 六 < 


YaoEB 一 了 ,， 总 有 自然 数 mo， 使 f(zo)E(raos rss 十 去 |， 从 而 ze 
EnoC Ono: 因 让 rn 是 开 售 ， 于 是 36>>0, 使 人 (zy 0) CHsokor 
当 zcEdO(zo 0) 门 召 se 时 ,有 


[F(z) —f Cx0) << - 


§ JZ27 * 


另 一 方面 ， Ofxo BN CE —E.) 


-oo HN| B— {] (GrnBn) | 


nt 
CO(zo HNLB— (Gn Browo) 1 
=0(z0, H NLCEN CFs0s80)) U Besso] 
一 Ofzoy HO (Bresso 
因此 , 当 >EO(zw 5) 门 (了 一 到) 时 , 亦 有 
fC2)—f(z0) < 
这 说 明 f(z) 作 为 ~ 吾 . 上 的 秒 数 在 mm 点 连续 .由 rn 下 一 如 的 
任意 性 知 , f(7) 在 下 一 妃 , 上 连续 ， 
由 于 如 一 B, 可 测 ， 据 定理 3.2.9, 习 闭 集 F, CCB,,， 使 
m(B 一刀 ,一 F,) < 坟 , 而 f(z) 在 .上 迷 续 , 且 


£ i € [ee , 
<m(EN EE.) + 卫 所 和 % 电 ， + 证 毕 . 


注 .JTJysaa 定理 的 揽 床 真 , 证 明 留 为 习题 . 

定理 4.3.2 设 8E，f(z) 是 上 几乎 处 处 有 限 的 可 测 茵 
数 , 则 Yo 汪 0, 有 有 闭 集 下 ,C8 及 在 民 ' 上 连续 的 函数 %(z)》 使 

1) 当 rEF, 时 ,1(2)=9(7); 

2) m(B~—F) <。 

证 明 ” 据 定 理 4.3.]7， 有 闭 集 CB， 使 加 (如 一 fF,) < 而 
fz) 在 上 连续 ， 如果 能 将 A(z) 连续 延 拓 到 R' 上， 则 定理 就 得 


证 ， 据 定理 2.2.2, 则 R'=F,UF:==F,UCL】 (a;，B2))]， 其 忠 
痢 


《a i 是 Fe = 及 :一 严 : 的 构成 区 间 ， 令 
三 T1788 重 


了 (Ch 当 xzE, 和 时， 
fa) 让 - 十 (CBN) Os 当 zE (Gi 有 tai ;是 


外 了 一 


Bi—o:” 
实数 ) 时 ， 
18), 当 ze 一 cc， 月 小 时， 
ftw), : 当 TE (Wis 十 co) 轩 , 


上 只 须 再 证 9(2) 在 民 ' 二 (一 00, 十 oo) 上 连续 就 可 以 了 ,显然 ,了 5 中 
的 每 个 所 都 是 8(o 的 连续 战 ， 只 要 再 证 下。 中 的 点 也 是 (2) 的 连 
续 扣 就 可 以 了 .由 于 扰 z) 在 王 - 上 连续 ,于 是 ，YzoSp- 及 Ye 
上 妊 有 600, 使 当 zE(ze 一 ,20 十 本 站 下 .时 ,有 

[fC2)—f (0 | <e, 
若 (x0 一 ,x0) 站 FF 一 信 , 则 (x0 一 6, x) CPS ,但 xoEF?, 即 zo 是 久 ? 
的 某 构成 区 间 的 右 端 点 ,又 因 9(7) 在 {xo 一 6,zo) 中 是 线性 明 数 , 因 
而 必 存在 9E(0,5) ,使 当 xE (zo 一 ,x0) 时 ,有 

[g(7)—9 (0) | < 一 
涂 (xo 一 和 X00) 门 F 关 说 , 设 fw 人 E(xo 一 77 ,2X0) 门 P,， 由 当 zEL2'， Yoj 但 
FF- 时 ,8Z) 王 所) 又 Yo 一 (7zo) 因 班 ,者 

[gr)—9(20) | = AE) —f (0) | < 天 人 
若 [Lz ro NP;= 2 则 Cz' ,ro CR, Lr’,TojN FT,= [rs', Yo, 此 时 
yzELz yz 都 有 
ye) —9 (ro0) | = | (0 —f (ro | <e. 
因此 ,不 妨 设 [we 20 站 天 关 后 ， 则 当 2ELz ,2 但 本 有 时, 必 有 本 的 
构成 区 闻 (68,B80 ,使 xECi,BDC (CT0) ;由 于 ,SLzx' ro 站 
FF,, 据 上 面 讨 论 的 结果 ,有 
[g(a ) 一 YE | <, [9(B,) — g(r0) | <e， 

又 因为 9(7) 之 值 介 于 9(60) 与 9(8 0) 之 间 , 因 此 ,有 

lg(z)—9 (ro) |<e. 
由于 [x 20) 二 ([z XN FDUCGE ri) 取 必 0 一 20 一 2 
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0, 则 当 zE(zo 一 soyso) 时 ， 恒 有 |8(z) 一 gr(zo)1<es， 这 说 明和 加 是 
g(x) 的 左 连 续 点 ， 同 理 可 证 zo 也 是 9(z) 的 右 连 续 点 ,页 zo 是 9(z》 
的 连续 点 .证 毕 . 

注 ” 把 定理 4.3.2 中 所 在 的 空间 及 : 改 成 及 * 时 ,所 得 定理 
仍 成 立 , 证 明 可 参看 参考 文献 [6， 


习 题 4.3 


TI， 更 瑟 凶 o,f 了 (D) 在 上 几乎 处 处 有 和 根 ; 则 了 (在 玉 上 可 油 寺 > 有 一 列 
在 Rs 中 连续 的 阔 数 4 (z) ;使 


pe) 一 > 了 (人 二 加 

试 就 一 维 空 间 及 :的 情形 证 明之 . 

2， 设 jz) 是 [a;5] 上 几乎 处 处 有 限 的 可 测 函 数 , 则 Ye>0 及 #6>>0, 恒 
有 闭 集 FC[a,5] 及 亿 项 式 P(0; 使 mF>5 一 a 一 5, 面 在 F 上 ,|f{z) 一 已 (| 
< 

提示 : 应 用 Weierstrass 多 项 式 表 近 定 理 : 谈 fa) 是 La， 的 上 的 连续 国 
数 , 则 Ye>0, 都 存在 过 项 式 Pw) ;使 对 一 切 xzE[o 的 ,有 

| PK — fim < 人 

3， 证 琢 : JIysmH 定 更 之 道 定理 : 设 六 他 是 可 测 集 马上 几乎 处 处 有 限 的 
广义 实 值 函数 。 若 Ye>0, 存在 闭 集 记忆, 使 四 一 Fs) < 之 e， 且 了 (ww) 在 下 
上 连续 , 则 f(z) 在 加 上 可 济 . 

4， 著 fz) 是 [a,5]J 上 几 平 处 处 有 限 的 可 测 阔 数 , 则 存在 [4;5] 上 的 阶梯 
郁 数 列 {ps(o] ,使 ps 一 会 了 于 [a, 51. 
5， 假 苍 f( 双 ;是 [a,8] 上 几乎 处 处 为 有 限 的 可 测 函 数 , 则 存在 一 列 多 项 式 


{PCw))}; 使 P， 一 > 了 于 5a, 


“§4.4 抽象 可 测 函 数 


本 节 介 绍 定义 在 一 般 可 测 空 间 ( 卫 ，) 上 的 可 测 孙 数 的 概念 
及 其 基本 性 质 ， 由 于 这 些 性 质 的 讨论 与 Lebesgue 可 测 孙 数 相 应 
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性 质 的 讨论 是 类 假 的 ,所 以 我 们 下 面 只 指出 一 些 结果 ,而 将 证 明 全 
都 略 去 ， 


4.4.1 抽象 可 测 函 数 的 定义 及 其 基本 性 质 


定理 4.1. 4 和 推论 4. 1.5 指出 ， 对 于 定义 在 E24 上 的 广义 
实 值 函数 扩 z) 及 任意 实数 a, 下列 任 一 条 件 都 是 f(z) 在 瑟 上 成 为 
Lebesgue 可 测 函 数 的 充 要 条 件 : 

1) BLf ajE,2) BEf>0IESa, 3) 本 foe]E 多 wd 人 Bf 


因此 ， 用 上 面 四 个 条 件 中 的 任何 一 个 所 定义 的 可 测 照 数 都 和 
Lebesgue 可 测 冰 数 的 原 定义 ( 即 定义 4.1.2) 等 价 ， 

现在 我 们 把 可 测 荡 数 的 概念 推广 到 一 般 可 测 空间 中 去 . 

定义 二 4.1 设 ( 互 9) 是 一 个 可 测 空 间 ，EBE9, 了 是 如 上 的 
广 闷 实 值 函数 . 如果 对 尾音 实数 9,8 了 >ajE, 则 称 了 是 了 上 涛 于 
可 测 的 渭 数 特别 ， 当 ( 驻 ,) 是 Lebesgue 可 测 空 间 ( 及 区 o 
时 ,这 样 的 可 测 函 数 就 是 Lebesgue 可 测 抑 数 ， 

把 定义 4.1.1 的 表述 在 可 测 空 间 {( 革 , 9) 的 意 光 下 来 解释 ( 即 
把 可 测 集 解释 为 属于 5 的 集 ) 便 得 到 百 上 关于 的 简单 函数 的 
定义 . 

在 如 此 定义 下 , Lebesgue 可 测 了 负数 的 性 质 基 本 上 都 可 以 搬 到 
一 般 可 测 空 间 上 的 可 测 殖 数 中 来 ， 现 将 其 中 儿 个 最 基本 的 性 质 列 
举 如 下 : 

定理 4.4.1 设 { 了 ,多 ) 是 一 个 可 测 空 间 , 是 BES8 上 的 广 区 
实 值 函数 , 则 Ya,5,cER{5<c), 下 列 任 一 厅 件 都 是 了 在 吾 上 关于 
22 可 湾 的 充 要 素性: 

1) 吾 [F> 人 Eee, 轨 配 FEoE2,3) ELf<o0jeS. 

定理 4 4.2 设 ( 戈 ,52) 是 一 个 可 测 空间 ,六 9 都 是 BEY 上 关 

* 生字 了 


于 乡 可 测 的 菌 数 , 那么 

1) 对 任何 实数 ,af 也 是 百 上 关于 2 罗 可 测 的 函数 ; 

2) f 十 9、 丰 .9 以 及 9 天 0 时 jg 也 都 是 互 上 关于 92 可 测 的 
施 数 ; 

3) max(Fg),min(y,g) 都 是 中 上 关于 22 可 测 的 函数 ， 

定理 4.4.3 设 ( 开 ， 史 ) 是 一 个 可 测 空间 ， 是 BES2 上 关于 
多 可 测 的 非 负 了 炒 数 ， 则 存在 如 上 一 列 关于 的 非 负 递 增 简 单 函 数 
{pn(7#)} ,使 limpa(*)=f(2) (VzEB). 

定理 4.4.4 设 ( 玉 ,99) 是 一 个 可 测 空间 , {f,} 是 BE 上 一 列 
关于 乡 可 测 的 函数 , 则 supfa(7),inff(z)、 afs(7)、 limfx(zx) 也 
都 是 召 上 关于 乡 可 测 的 函数 ， 

推论 上 4.5 设 ( 开 ,22) 是 一 个 可 测 空间 , { 太 } 是 ES? 上 一 列 
关于 乡 可 测 的 函数 ， 如 果 Himj(z) 一 态 z)(YzSB), 则 7z) 是 已 上 
关于 8 可 测 的 函数 . 


4.4.2 抽象 可 测 函 数列 的 收效 性 

以 下 我 们 始终 设 ( 工 ， 多 ， 上 是 完全 测度 空间 ， 和 前 面 讨论 
Lebesgue 可 油 函 数列 收敛 性 的 情形 相 类 似 ， 我 们 可 以 在 EE 上 
引入 玫 乎 处 处 收 化 ， 几 乎 一 致 收敛 和 依 测度 收 敏之 概念 ， 但 在 扫 
念 的 叙述 及 记号 上 都 必 须 指明 是 关于 什么 测度 而 言 ， 例 如 ，{J,} 
在 EP 上 关于 测度 4 几乎 处 处 收 雍 于 下 , 是 指 p(B8[fs 汪 > 站) =0， 
记 为 方 一 > 了 隆 百 又 如 全 } 在 BE9P 上 关于 测度 # 几 乎 一 致 


收 化 于 下 记 为 天 一 > 了 于 如 {f} 在 BE 上 依 测 认 1 收 做 于 
f, 记 为 f 一 >f 于 关于 这 三 种 收 伍 性 的 相互 关系 及 依 测 度 
收 化 的 基本 性 质 ， 定 理 4. 2. 3 一 定理 4. 2.5 基本 上 都 可 以 括 到 完 


全 测度 空间 (于 ;多 ; 8) 上 可 油 钞 数列 的 收 钙 性 理论 中 来 ， 
132。 


第 五 合 积分 论 


本 合 在 Lebesgue 测度 理论 的 基 础 上 建立 Lebesgue 积分 理 
论 , 这 是 实 变 孙 数 论 的 重点 内容 .此 外 对 于 一 般 铀 度 空 间 【 开 22 ， 
2) 上 可 测 国 数 的 积分 及 Lebesgue-Stieltjes 积 分 也 作 一 个 扼要 介 
绍 . 

为 了 斤 述 方便 ,我 们 约定 ; 今后 凡 说 “积分 <-“ 可 积 ", 当 无 特别 
声明 上 时 指 的 是 “Lebesgue 积分 ”、“Lebeseue 可 积 ”. 


$5.1 Lebesgue 积分 的 定义 及 初等 性 质 
本 节 将 分 三 步 来 建立 Lebesgue 积分 的 纸 念 : 先 建立 韭 负 简 单 
沙 数 的 积分 ,再 建立 非 负 可 测 申 数 的 积分 ,然后 建立 一 般 可 测 立 数 
的 积分 ， 


5.1.1 非 负 简 单 函数 的 积分 z 
在 建立 非 负 简单 函数 的 积分 概念 之 前 , 我们 先 给 出 一 个 定理 ， 
定理 5.1.1 设 p(z) 是 BE%。 上 的 非 负 简单 函数 , 则 对 p(z) 
的 任 一 初等 分 解 


p(z)= Doar) ,2€EB, 
都 有 


mE; p= > cmE,. (5, 1. 1) 


证 明 ”由 于 
GE;P)= {7;2) | rEB, O02<pr)} 
* 了 33 。 


i 忆 。 


{C2 2) |7EB,, O02 0} 


二 


=U (CB: xL0, 00)) Er 


并 且 (B; x[0O, en CB;X[50,0D)=Y(i 关 从, 帮 (5.1. 了 ) 式 成 站. 
证 毕 . 

定义 5.1, 1 说明 ,(5.1, 了 ) 式 右 端的 和 数 ( 有 限 或 二 50) 只 与 多 
和 吾 有 关 , 而 与 pp 的 初 筝 分 解 的 具体 形式 无 关 ， 

定义 5 和 1 设 glz) 是 BE 尼 rt 上 的 非 负 简单 阔 数 ， (一 


ozrrz)(zE 可 是 wz) 的 一 个 初等 分 解 .我 们 称 和 数 1ormB 
为 w(z) 在 已 上 的 积分 ， 记 作 (Z)| pz)er 下 (7)| ea 简 记 


为 | pCz)az 或 | wez。 当 此 积分 为 有 限 数 时 , 称 p(z) 在 如 .上 Leb- 
esgue 可 积 ,简称 wz) 在 互 上 可 积 , 记 作 wpEL(B) 或 pcLs， 


例 1 设 ew(z) 是 La; 执 上 的 非 负 阶梯 范 数 ,ez) 一 cxnkr) 
《xSE[Lq,8]) 是 pC2) 的 一 个 初等 分 解 ， 则 psSLLa,2j, 且 
(| Pls)ar= Deumrs = (可 | (aaa 


由 上 述 定 义 和 定 理 5.1. 1 可 立即 得 到 
推论 5.1.2 设 w(x) 是 BEY 上 的 非 负 撞 单 函数 , 则 


| (zaz=mG(B3;9)， (5.1. 2) 
推论 5.1. 2 指出 ， 非 负 简 单 国 数 的 积分 就 是 它 的 下 方 区 形 的 
Lebesgue 测度 , 
非 旬 简单 次 数 的 积分 有 如 下 的 性 质 : 
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定理 5.1.3 设 p(z),#(2) 是 Ez 上 的 非 负 简单 函数 . 
1D) 车 在 已 上 plz)<p6z), 则 | p(z)axe<c | Wr)ds; 
2) | .Fw(z) 十 82 四 dz= | pads | Yr); 


3) 若 实数 ">>0, 则 | cp(z)tz=e | (rz)az 

证 明 1) 由 于 GE;P9)CoB; 科 ,从 而 mG(E;9) 和 mG(B; 
区 ) , 玫 1) 成 立 ， 

2) 设 w(z),%(z) 有 如 下 的 初等 分 解 


PI) PU OXIATIREE), p72)= DadXp FICHEB), 
t=1 14=1 


册 [ n Ek 
P(E) BE) = 3 >) (ct aXenr TI (rEE), 
从 而 


[ p+)ar= 3 Dota)m( ENP) 


i=1 j=E 


3 Se mE FF;) + < Sdsm(h, NF 


= f=1 3=1 #21 


明 由 
= D>, cm 十 dm 


4 三 4 d= 
=| waz+ | az 
3) 设 p(z)= LAXpAT)(IEEB) 是 plz) 的 一 个 初等 分 解 , 则 


cp(T)= 之 102iXsi(Z)(zE 古 ) 便 是 cotz) 的 一 个 初等 分 解 . 因此 ， 


3 


ee)az= cdimE=e > dmE, := o| PCrTdz， 证 二 
: f=1 i—1 时 


5.1.2 非 负 可 测 函 数 的 积分 


定义 5.1.2 设 灰 z) 是 8E2 上 的 非 负 可 测 衣 数 ， 我 们 定 
义 其 z) 在 吾 上 的 积分 为 


| zyaz- sup!| easily 为 吾 上 上 的 简章 晴 数 ， 旧 0 雪 


pCz)<F(z)(zE 配 上 
当 此 积分 为 有 限 数 时 , 称 f(z) 在 上 Lebesgue 可 积 ， 简称 1(z) 
在 百 上 可 积 , 记 作 fELCE) 或 ELx. 
最 然 当 f(z) 是非 负 简单 函数 时 ,此 定义 与 定义 .1 工 相 一 致 
定理 于 1.4 车 f(z) 是 B85: 上 的 非 负 可 测 函 数 , 则 


| KGz)az=mG(B3 廊 . 5. 1. 3) 
证 明 ” 据 定理 4 工 7,G(B; 力 可 测 ， 若 w(2) 是 已 上 的 简单 函 
数 且 满足 0<p(z}<f(z)(zEB), 则 G(B;p)CG(B; 人 ), 从 而 
{pC7)is=mG(B;p) <mGE;). 


再 由 定义 5.1. 2, 即 知 f(s)dr<mG(B;f). 

再 还 相反 的 不 等 式 ， 由 定理 4.1.6 知 ， 存 企 上 的 一 列 递 增 
的 非 负 简单 函 数 {px(2))}, 使 limgn(z) 一 f(z)(zEB)， 从 而 GCB; 
PCOCE Pat) (n=1, 2 用 

limG (EB; yn) = U Q(B; Pp) 一 C( 及 


据 Lebesgue 测度 的 下 连续 件 ， 
limmo BE; pi) =mo(s; 1), 
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因此 


lima| px)de mG Bs). (5. 1. 4) 
据 定义 5.1. 2, VnEN, | paz)dz<<| f(z)dz， 所 以 


{fC2)42>m6 (8; 


故 45. 1 3) 式 成 立 。 证 毕 ， 

定理 5.1. 4 指出 ， 非 负 可 测 函 数 的 积分 就 是 它 的 下 方 图 形 的 
Lebesgue 测度 . 

例 2 设 f(x) 是 HE 经 上 的 非 负 可 测 国 数 ， 相 应 于 每 个 自然 
大 77 当下 FE 二 时 ， 
81 当 zE 引 了 > 时. 


到 lim | [fe) Tis = | fr)dz. (5. 1. 5) 


证 明 显然 ,CACT)]stn==1,2,…*) 在 召 上 非 负 可 测 ， [2)j， 
SEf(r) n(n=1, 2 ) ElimLf(r) hs =f{(7) rE). :大 而 


GOCESLFII COEE; Lf jar = 1, 2.) 


CFIC2) =[Cf62), =min(f(),n) = | 


且 limG(E; Lf)= UU GE; CF) = OE;f). 
振 子 品 n=1 


由 定理 5.1. 4 和 Lebesgue 测度 的 下 连续 性 知 

lim| Cf) lsdr = limmG Bs; Lf) =mO (EB;) =| fr)ar. 
证 毕 . 

出 定理 5.1. 4 及 其 证 明 中 的 65. 1. 4) 式 立即 可 得 

定理 5.1.5 设 f(z) 是 BE 多 ,上 的 非 负 可 测 函 数 ，{pu(z 六 
是 瑟 上 的 一 烈 递增 的 非 负 简单 年 数 , 且 limga(7) 一 f(z)(zE8), 则 


和 a I37 4# 


lim | wz)dz 一 | flz)dz. (5. 1. 6) 

注 对 于 BE 红 , 上 的 韭 负 可 测 函 数 人 x), 按 照 定理 4. 6 证 
明 中 所 述 的 方法 ， 可 以 具体 构造 出 瑟 上 的 一 列 递增 的 非 负 简单 函 
数 {p.(z)} ,使 imepa(z)= 闷 z)(zEB)， 这 个 函数 列 {fps(z)} 由 fz) 
完全 决定 ， 如 果 我 们 直接 把 lim| ,ps(z)dz 定义 为 f(z) 在 如 上 的 
积分 ,显然 与 定义 5. 1. 3 是 等 价 的 . 

非 负 可 测 函 数 的 积分 有 如 下 性 质 ， 

定理 5.1.6 设 f(z),g(z) 是 BES2s 上 的 非 负 可 测 函数 . 


1) 车 mE=0， 则 | f(z)ds=0; 


2) 若 在 B 上 fz)<gCz), 则 | f(z)adz<| .9(z)dr 
3) 车 吾 为 有 限 个 或 可 数 个 两 两 不 交 的 可 测 集 召 之 并 【| 已， 
刚 


| f(r)as= >3 | fd; 


D | cfr) 92) lar=| fat | gC) de; 


5) 落实 数 c>>0, 则 | cf(z)dz=e| f(z)dz. 
证 明 “1 .2 由 积分 的 定义 立即 得 证 . 
3) 由 了 殖 一 Us 知 , G(E; =U ep, 由 诸 及 两 两 不 
交 , 知 诸 G(B,; 月 两 两 不 交 , 由 f(x) 在 及 上 可 测 知 诸 Q(B,; 月 可 
测 ， 所 以 ， 
mG(B; f= Ema(B;f). 


由 定理 5.1.4 即 知 3) 成 立 . 
了 


4) 存在 吾 上 的 两 个 非 负 递增 简单 函数 列 {pwAzZ 让 与 节 MKZyj， 
使 limpn(#)=f(z) (rEE), limpn(t)=g(7) (eCE). 
从 而 
lim[ Patz) pl) = fF) HT) EE), 
机 定理 5,1.5 太 定理 5.1,3 的 3) 知 


| CNKz)+g(z)]az=lim| [go(z) 十 各 (z)]az 
=lim( | ps(Cz)az 二 {yale ) 


-| F(z)dz 十 | .9(z)az。 

5) 存在 吾 上 的 非 负 递增 简单 国 数列 {pekz 计 ， 使 impx(z) 

二 入 7X){zEB)， 从 而 
limepn(7)=cf(7) (EE). 
由 定理 5.1. 5 及 定理 5. 1 3 的 9) 知 
|. fr) dr = lim| epo(z)az 一 lime| ws(z)az -ce | f(z)dz. 

证 毕 . 

推论 5.1.7 1) 若非 贷 函 数 f(z?) 在 BEZ 上 可 积 ， 则 (XY) 
在 加 的 任何 可 测 子 集 8。 上 也 可 积 ， 

2) 设 加 为 民 : 中 两 个 不 交 可 测 集 1, ,之 并 ,车 上 的 非 负 消 
数 f(T) 分 别 在 ,上 可 积 , 则 fz) 在 于 上 可 积 ， 

证 明 由 定理 5.1.56 的 多 六 即 可 知 ， 证 毕 ， 


5.1.3 一 般 可 测 函数 的 积分 


定义 所 1.3 设 Kz) 是 BE 双 上 的 可 测 函 数 ， 若 非 负 可 测 函 
数 六 (z), 广 (z) 在 下 上 的 积分 不 同时 为 二 oo, 就 称 f(x) 在 上 有 
积分 并 定义 用 z) 在 上 的 积分 为 


* 9. 


| Fa)ez= | PCz)az 一 人 Fa 5.1.7) 


( 它 是 有 限 数 或 土 co)}， 当 此 积分 为 有 限 数 时 《< 即 当 六 (x)、 六 (5) 
均 在 吾 上 可 积 时 ), 称 f(z) 在 五 上 Lebesgue 可 积 , 简称 入 7) 在 吾 
上 可 积 , 记 作 feL( 配 或 fELs. 

显然 当 六 z) 是 非 负 可 油 落 数 时 ,此 定 尺 与 定义 5 1. 2 相 一 致 . 

例 3 设 吾 E 和 op 十 oo: 车 天 2 在 百 上 有 界 可 再, 则 入 3) 
在 二 上 上 可 航 L. 

证 明 国 fz) 在 吾 [: 有 界 ， 所 以 存在 B>0，, 使 |f(2)| 拟 B 
(XEB)， 从而 (7)B(TEB)，J(7) 所 B(xYE 有 下， 由 定理 .1.6 
的 加 及 是 关 5.1.1 知 


| Fea<| Badr—~ Bm too, 
a . 


| 广 (z)dz<| Badr = BnE < + oo. 
8 下 


辫 六 Zz) 在 五 上 可 积 . 证 毕 . 

定理 5.1.8 设 太 2) 是 百 E2, 上 的 可 测 函 数 , 老 f(#) 在 BB 上 
有 积分 , 则 

| fC) = mG (Ef) —mG(B;f-). (5. 1. 8) 

证 明 ”由 定 必 5.1.3 和 定理 5.1.4 阐 基 可知， 证 毕 

定理 5.18 指 出 ,可 测 函 北 如 果 有 积分 ,这 个 积分 就 是 它 的 芷 
部 的 下 方 图 形 的 Lebesgue 测度 减 去 它 的 负 部 的 下 方 图 形 的 Leb- 
esgue 测度 所 得 之 兰 ， 

定理 5.1.9 设 fx) 是 区 ;上 的 函数 , 作 RR* 上 的 函数 

f(z)， 当 ze 时， 
f(z)= 1 当 xz 和 及 "一 总 时 ， 


则 fz) 在 瑟 上 有 积分 的 充 要 条 件 是 j(z) 在 民 * 上 有 积分 ， 并 且 当 
® A * 


刀 z), 疙 2) 有 积分 时 ， 
| fC =| fz) ee. 

证 明 易 知 G(E;f') 一 G(R';f"),G(8;f") =G(R;f). 
车 f(z).f(z) 二 者 之 一 有 积分 ， 则 此 二 函数 均 可 济 ， 这 时 由 定理 
5.1.4 加 

{ f° =mG(B;f") =mG Res f+) =| fra)d, 


[Ff Codr ma B;f) =me( RF) = | sf- (x)ds. 
所 以 定理 5.1. 9 的 结论 成 立 ， 证 毕 . 


定理 5.1. 9 使 我 们 把 函数 在 及 * 中 任 一 可 测 祝 上 积分 的 疝 题 
归结 为 请 数 在 整个 及 7 上 积分 的 问题 ， 


5.1,4 积分 的 初等 和 性质 


本 节 以 下 所 涉及 的 集 当 无 特别 声明 时 , 都 是 指 父 。 中 的 集 . 
定理 5.1.10 敬 玉 +),9(7) 在 上 可 积 ,1(7) 所 9(7) (XS)， 
则 : 


| Ke)ar<| gz) 


| 
定理 所 1 6 的 人 知 


[fC (za | fF- C2) >) 9-(z)tr， 


由 定 尖 5.1 3 知 定理 1. 10 成立， 证 华 ，, 
注 ”把 定理 5.1. 10 中 的 条 件 “ 可 积 ” 疏 为 “有 积分 ”"， 仍 然 
成 立 ， 下 列 诸 定理 哪些 可 作 这 样 的 改动 ,请 读者 加 以 考虑 . 
定理 5.1.11 1) 没 上 所?) 在 如 上 可 测 ; 则 做 2 在 总 上 可 积 全 
“I4#1* 


1Xz)| 在 马上 可 积 . 

2) 车 1(z) 在 如 上 可 积 , 则 | | f(z)az| < 1Kz)1a， 

证 明 1) “>"; 车 f 在 如 上 可 积 , 则 了 ,站 均 在 如 上 可 积 , 而 
i 用 == 扩 十 扩 ,由 定理 5.1. $8 的 从 知 

| aa A i id 

玖 | 有 在 瑟 上 可 积 . 

“em; 营 | 下 在 如 上 可 积 ,由 了 所 | 惠 ,手气 1fi 及 定理 5.1 6 的 
2) 知 六 ,六 都 在 如 上 可 积 , 放 了 在 瑟 上 可 积 . 

RE de 

=| .G+ 六 如 =| .1flaz， 证 毕 ， 

定理 5.1.12 1) 设 了 为 两 个 不 交 可 测 集 ,之 并 , 若 召 上 
的 函数 fz) 分 别 在 ,Bs 上 可 积 , 则 f(z) 在 上 可 积 . 

2) 若 f(z) 在 如 上 可 积 ， 则 f(z) 在 的 任何 可 测 子 集 如 上 也 


可 积 . 
3) 设 忆 为 有 限 个 或 可 数 个 两 两 不 交 的 可 测 集 8, 之 并 |) 8.， 


若 f(x) 在 五 上 可 积 , 则 
| HYds = 于 | fz) dz. (5. 1. 9) 
证 明 1) 由 题 设 知 f*(2) 分 别 在 By 吾 : 上 可 积 , 由 推论 5.1.7 
的 2) 知 f(x) 在 玉 上 可 积 , 疗 理 f(z) 在 吾 上 可 积 ， 所 以 玉 z) 在 局 
上 可 积 . 
2) 根据 推论 5. 1. 7 的 1), 类 似 于 1) 可 证 
3) 由 定理 5.1.6 的 3) 知 


[f= fiadz, (5. 1. 10) 


。 J42 4+ 


| 二- 于 | (5.1. 11) 


以 上 二 式 的 左边 为 有 限 数 , 故 右 边 的 诸 项 也 为 有 限 数 , 将 (5. 1 10) 
式 的 两 边 分 别 减 去 (5.1. 11) 式 的 两 边 就 得 到 (5.1. 9) 式 ， 证 毕 . 

定理 5.1.13 1) 车 m 如 =0, 则 再 上 的 任何 函数 FCz) 都 可 积 ， 
并 且 | f(z)dz=0. 


2) 若 9(z) 在 了 上 可 积 , f(z)~9(2) 于 刀 , 则 f(z) 在 吾 上 也 可 
积 , 且 | f(z)a5=| Ce) 

证 明 1》 田 m 瑟 =0 知 f(z) 在 如 上 可 测 ,由 定理 5.1,6 的 1 
知 | ,fdz 与 | fos 均 为 0, 故 f(z) 在 万 上 可 积 , 且 | ,fs)dz 一 0 


2) 令 可 = 二 B[f 关 站, 则 Bo 一 0， 由 定理 5,1,12 的 区 知 9 在 
一 Bo 上 可 积 ， 信 而 了 在 一 Bo 上 可 积 . 及 由 几 知 在 如 上 可 
积 , 再 由 定理 5. 了 12 的 1) 知 了 在 及 上 可 积 , 并 且 


| 和 -| 。 fdrt|, fe =|, ,fe =|, ,90 
=| oa+|。 gir={, 9. 证 毕 . 


注 ”、 把 定理 5.1. 13 的 2) 中 的 “可 积 ” 换 成 “有 积分 " 仍 然 成 立 。 

定理 5. 1. 13 上 告诉 我 们 ,在 一 个 零 汕 度 集 上 任意 改变 函数 的 值 ， 
既 不 影响 函数 的 可 积 性 也 不 影响 着 数 的 积分 值 ， 今 后 当 讨 论 蓝 数 
积分 方面 的 问题 时 , 若 再 是 吾 的 零 测 度 了 于 集 , 函数 7) 在 8 一 Eo 上 
有 积分 (或 可 积 ), 即使 FC2) 在 B。 上 无 定义 ,我 们 仍 说 函数 A#) 在 如 
上 有 积分 {或 可 积 ) ,我 们 规定 fz) 在 吾 上 的 积分 值 就 是 (2) 在 吾 
一 吾 上 的 积分 值 ， 对 于 讨论 函数 的 积分 来 说 ， 我 们 这 种 做 法 不 会 
造成 混 乱 , 却 可 以 带 来 某 些 方便 . 

定理 5.1.14 车 厌 z) 在 下 上 可 积 , 则 /2z) 在 吾 上 几乎 处 处 取 

s 143* 


有 限 值 . 
证 明 记 妃 =EEf=+oo], =f= 一 cc]， 由 于 


E,= Bf=+0]= (| ELf>7], 
=1 


B= Erf=- 0] = (| Bf <—nl. 


所 以 BL、B 是 巨 的 可 测 子 集 ， 假设 m81 一 6>>0， 显 然 YnEN, 在 
如 上 年 有 f(z) 渤 x， 据 定理 5.1. 6， 
[re et fe, >, mm 
一 双全 
从 而 | fiz 一 十 ce。 这 与 妃 z) 在 百 上 可 积 矛 盾 ， 可 见 思 轧 一 0. 
同 理 可 证 ms=0。 故 Xz) 在 召 上 几乎 处 处 取 有 限 值 . 证 毕 . 
定理 5.1.15 若 大 xz)9z) 都 在 如 上 可 积 , 则 jx) 十 g(z) 在 
五 上 可 积 ,上 


{CHa) + 9) Ja =) fr)dzt | 9(e)de, (5.1.12) 


证 明 令 瑟 = 瑟 #= 士 co]UBL9 一 土 oo], 据 定理 5 1 14, mm 
一 0， 再 据 定 理 .5. 1. 13 及 其 后 面 的 说 明 ， 我 们 不 妨 设 f(z), 9(z》 
在 史上 处 处 取 有 限 什 ， 由 于 

(f+ =max(f+g, 0 max(f, DMD Fmar(y, 0 一 下 十 9 

(了 十 的 -一 maxXf 一 他 十 他 ,0 max(—f, 0 +max(—yg, 0) 

一 于 -十 久 。 . 
而 了 ,891 了 ,9" 均 在 如 上 可 积 ， 由 定理 5.1,6 知 Cf 十 7! 与 (f 十 
9) -在 吾 上 可 积 , 从 而 f+9 在 加 上 可 积 。 又 由 于 
tf 十 男 * 一 人 十 9 一半 9 一 天 一 大 十 儿 一 9 
所 以 (二 及 + 十 产 十 9 一 (十 的 -十 闻 二 8 
由 定理 5.1.6 务 


了 用 半 ， 


| cr+g) ‘dzt| fdas+| 9-dr={ (f+9) -ds 
二 | 十 | gi 
通过 移 项 便 可 得 到 (5.1. 12) 式 ， 证 毕 . 
定理 5.1.16 和 藻 扩 x) 在 上 可 积 ,c 是 任 一 实数 ， 则 efFz) 


注 下 上 可 积 , 且 
| ,oflx Yds =e| fz) (5. 1. 19) 
让 明 1” 设 c 空 0 由 定理 5.1. 6 项 
| cfrar=el frdz, C5. 1. 14) 
| of- =e] fas. C5. 1, 15) 


由 于 (cD': 一 max(cf,0) =:cmaxtf,0)=cf', 同 理 (c 内 -=ef-, 而 
了 ', 了 三 召 上 可 积 , 所 以 Ce 户 * (ce 刘 -在 如 十 可 积 ， 从 而 cf 在 如 上 
可 积 . (5. 1. 14) 式 两 边 分 别 减 去 {5.1. 19) 式 的 两 边 便 得 (5. 1. 13) 
式 . 

2 设 c= 一 1 这 时 of 一 一 刻 ( 一 月 += 态 ，( 一 用- 一 产 ， 二 
是 

和 六 二 = 人 

3” 设 ec<0 这 峙 ojf=( 一 起 cj 了 由 1 与 2 即 知 

| cfm=| -Dilel- 了 = 一 | elfaz =—|el| fd 


=o| fdz. 证 毕 


定理 5. 1. 15 与 定理 开 上 16 所 述 的 可 积 国 数 的 性 质 侣 起 来 称 
了 了 学 与 = 


pd ee ee be sbeebs eed ee ep PHP usr 


定理 5.1.17 设 f(z) 是 如 上 的 可 测 函 数 , 车 | |f(z)|az 一 0， 
f(x)=0 ae 于 殖 ， 


证 明 因为 本 If|>0]= [ | 171> 寺 | 假设 定 再 的 结论 


不 成 立 ， 则 至 少 有 一 个 自然数 使 me( ali > 去 | =6>0. 据 
定理 5. 1, 0， 


| ,fie>| 1 ar -5.0, 


so | 
fl> Fl 再 [Fi > 下 了] 0 9 


这 与 | 171 人 一 0 矛盾 故 Kz)=0 a.e. 于 如 证 鱼 . 
”定理 5.1.18 车 f(z) 在 上 可 积 , 则 Ye>0，35>0， 使 当 
eC 有 ,me<-6 时 ， 恒 有 {FCs < 

证 明 ”由 题 设 知 |f(z)| 在 加 上 可 积 ， 据 定 义 5.1 2， 存 在 如 
上 的 非 负 简单 函数 p(z), 使 在 召 上 gp(z) 馆 17(z)1 并 且 | .ear> 


| iez 一 二 因此 
三 


[df1-9)a< 全. 
-由 


又 ， 显然 存在 正 实数 于 ,使 在 如 上 p(x)<M. 令 6=517， 则 当 。 
CE, me<d Hi, 
| yesf ae=| Of-pe t+ | pe 
4| 
< + 下 'z 生 = 证 电 . 


(fp) + | M+ me 
显 到 


sm 了 学 在 


注 实际 上 得 出 了 更 强 的 结果 : 当 mwe< 达 (eCEB) 了 时 ,有 
| 1F[ 醒 <e， 
定理 5.1. 18 所 描写 的 福 质 叫做 积分 的 绝对 连续 性 , 


习 题 5.1 
1， 设 gtwm) 是 BEE 上 的 简单 纯 数 ， 且 如 (四 在 如 上 有 积分 ， 则 允 了 9 
的 任 一 初等 分 解 Se 人 《xzEB) ,都 有 


t=1 


持 
| Pm) = DS omB 


i=1 


2。 如 困 了 (wo0) 在 Cantor 完全 集 Po 的 点 上 等 于 0 而 在 Po 的 具有 长 诬 为 
3-" 的 作 区 间 上 等 于 ,如 f(z) 在 [0,1] 土 可 黎 , 自 |，，， f(w)dr 一 3 
3， 设 了 经 oy 员 下 之 十 oy (20) 是 吾 上 的 可 测 丽 数 , 8 一 B[8 一 1 寺 f<], 
评 明 :了 (x) 在 吾 上 可 积 <=> 人 > ， || m8,<< 十 0 
过 吕 
4， 设 酝 史 mm 四 一 十 ce，F 区 在 如 上 可 积 ，es 一 杰 [i fa]， 证 机 : 
limn {nen) 一 总 。 
5 车 f(z) 究 (0, 十 co) 上 可 积 且 一 至 连续 ; 则 lim j (2) 一 0 
6， 设 f(z) 在 EE 史 。 上 有 积分 ;相应 于 每 个 外 各 数 # 作 厂 上 的 函数 
fo 当 x2EBL|F|E#] 时 ， 
en 闪 ， 当 蔗 盏 [三 > 站 时， 
一 当 2 加 [7 一 一 4 时， 


证 明 lim | [1Cz7 .ez 一 | fz)dr. 
7 设 配 实 由 且 Wi 吾 人 0, 克 3) 在 吾 上 可 积 。 若 对 于 吾 上 的 尾 何 有 界 可 测 
歼 数 9(2)， 都 有 | fo)9(e)az 一 0， 则 fx) 一 0 ae 于 尼 


§5.2 Lebesgue 积分 与 Riemann 积 分 的 关系 


为 了 书写 方便 ， 我 们 把 "Riemann 积分 "、"Riemann 可 积 ” 
» JA7 # 


锁 写 作 “ 奴 积分 ”， “RE 可 积 ”, 而 把 Lebesgue 积分 ” “LebesgUe 订 
积 " 简 写作 皂 积分 ”、“ 工 可 积 ”， 并 把 数列 {zs} 单 调 不 减 且 下 合 于 
26y 记 作 2 人 ro} 把 {2} 单调 不 增 且 收 仇 于 zo; 记 作 sy zo. 


5.2.1 工 积 分 与 及 积分 的 关系 


定理 5.2.1 车 函数 f(z) 在 [a, 5]CR! 上 可 积 , 则 f(z) 在 

few 6] 上 工 可 积 , 且 
Df fz)dr= (8) | Ka)az. (5. 2. 1) 

证 明 记 [a, 杂 为 玉 由 f(z) 在 上 有 R 可 积 知 , 存在 实数 Ni， 
Ms 使 在 上 和 和 FZ) 

相应 于 每 个 自然 数 4, 把 Ca, 5] 分 成 2 等 份 ,得 到 分 划 

se 

显然 分 划 D,, 的 诸 分 点 包含 分 划 D。 的 诸 分 点 .分 划 Ds 的 步 长 


(色相 邻 两 分 点 间 的 距离 ) = “二 9, 当 aco 内, 4a 一 人 


1° 相应 于 五 ， 作 召 上 的 简单 函数 
fC0), 当 X= 二 # 有 时， 


f(x) = de FE CTL ， 放 全 ?] ， k= 1， 2 27, (5. 2 2) 
其 中 me =inf (f(z) re Le 小 . 
由 习题 5.1 的 第 1 题 知 ,六 (2) 在 吾 寺 的 乙 积 分 为 
pg . 
CD | fal = Em me, sp 
Pe 
es 
— > mr ， (5. 2, 3) 
=} 


《5. 2. 3) 式 的 后 端 恰 是 作 X) 关 于 分 划 D; 的 Darboux 下 和 s。， 由 
天 2Y) 在 避 上 可 积 知 
148 * 


s CB)| lz), (5. 2. 4) 


再 看 (5. 2. 3) 式 的 前 端 ， 册 于 所 有) 人 17》 
《xzEE)， 租 存在 专 上 的 随和 数 f(z) 使 f(z7) 人 7D)(z2EB)， 显然 f(2) 
是 有 界 柯 测 函 数 且 六 x) 志 A(z)(zEB)， 非 负 简 单 沙 数 列 [六 (2z) 一 
型 四 [大 2 一 型， 四 定理 531 5 短 


CD Lf) Ma 4 DN LE) Mild, 
再 由 积分 的 线性 性 质 知 
OD fr) t (DD) Hs) (5. 2. 5) 
2 相应 于 D,, 作 加 上 的 简单 函数 


fC0), 当 z= 二 a 时， 
CO 当 XE 二 1， 2 7. 
《5. 2. 6Y 
其 中 ?二 sup{ 了 (XT)| rez ? ,fj}. 
由 习题 5. 1 的 第 1 题 知 ,Yat7) 在 加 上 的 工 积分 尖 
| Fs) d= EM rb si). 
(6, 2. 7Y 


(5. 2. 7) 式 的 市 端 怡 是 人 XY) 疾 于 分 划 Du 的 Darboux 上 和 5。 由 
站) 在 吾 上 如 可 积 癌 


Sa (有 B)| fs) 《5. 2. 8)， 


再 看 (5. 2.7) 式 的 堪 端 ， 由 于 MT 
(xzE 吾 )， 帮 存在 召 上 的 函数 了 (+) 使 了 ,(z) 小 了 (zr)， 显 然 了 z) 是 有 
界 可 测 函 数 且 fz) 了 (x)(zEB)， 非 负 简 单 葬 数 列 CM: 一 J.(7) 于 

[TMs 一 了 (zy]， 由 定理 5.1. 5 及 积分 的 线性 性 质 知 
* TI. 


(站 | Fd (| Fra (5.2.9) 
由 1" 与 2" 知 f(z)<Kz)SRz)(zE 轩 ,并且 Kz) 与 KKz) 在 思 


上 的 工 积分 都 等 于 (B) | f(z)dz， 所 以 


| [7) fz) =0. 


由 于 [z) 一 J(z)] 在 上 非 负 可 测 ,由 定理 5.1 17 知 
fr)= fr)a.e. 于 EB, (5. 2. 10) 
从 而 fz)=f(z)=Kz)a.e. 于 思 据 定 理 5.1 13 的 2) 知 ，f(z) 
在 至 上 也 可 积 ， 并 且 
DF = { Km 一 (Z | Hr) 
一 (B) | f(z)dr， 证 毕 . 
注 1 在 Re 中 和 定理 5. 2. 1 类似 的 定理 也 成 立 . 
注 2 定理 5.2.1 的 逆 命 是 不 成 立 ， 例 如 ,5[0, 1 上 的 Diric- 
Blet 孙 数 
pcs)= 1 z 是 [0, 切中 的 有 理 数 时 ， 
0, 当 = 是 [0, 寻 中 的 无 童 数 时 
是 非 负 简单 函数 ,当然 二 可 积 ,但 它 不 是 吾 可 积 的 . 
由 此 说 明 , 忆 积分 确实 是 下 积分 的 推广 ， 
今后 为 了 书写 方便 起 见 , 在 不 致 和 了 积分 发 生 混淆 的 情况 下 ， 


f(z) 在 间 区 间 [a,5]CR! 上 的 工 积分 仍 将 简 记 为 | f(z)dz 


“5.2.2 天 可 积 函 数 的 构造 


上 列 定 理 $ 2 的 证 明 中 ， 除 了 (5.32. 4)、(5.2.8) 两 式 及 
《5.2. 9 式 后 面 的 几 步 外 ,其 余 的 论断 仅 基 于 f(z) 在 La, 8] 上 有 办 
+ 50 * 


Lk | 


济 条 件 ， 下 面 的 讨论 将 引用 这 些 论断 . 
设 蕉 42) 是 Le 站 上 的 有 界 国 数 ， 作 [ayp] 上 的 函数 
TD 中 seco At), 


MT) =inf sup fty, 


一 
zz(Z) 与 M(z) 分 别称 为 Kz) 的 Baire 下 区 数 与 Baire 上 员 数 ， 
定理 5.2.2 设 f(z) 是 ia,8] 上 的 有 界 尔 数 , 则 1(2) 在 点 zoE 
[9s 连续 63m(z0) = 和 M(x0). 
证 明 “>”， 设 65>0, 令 
mzo) oe ,inf ,fz), 


ELF A 和 ot 让} 


M(x) 一 sup f(z), 


一 
如 闪 5 变 小 时 ;W(x0) 不 减 而 导 ,{zo) 不 增 , 因 此 
m(xo) = lim m,n) , NH Cro) ~ lim MM,{ rn), 
营 天 z) 在 om 点 连续 , 则 Yem0 36>0， 当 xEt(xo 一 6, Xo 十 0) 
Na, 58， 
f(r) er T(r) 十 es 


胃 此 

fr) — em rn) EM x) fr) + 2 
令 6->0, 得 到 

f(r) —em( ro EM rf (ro | e, 
再 令 ->0, 就 得 到 


mx) = NM Cr): 
“te? 设 加 (xz0) 二 好 (x0)， 此 时 (x0) 一 全 (zz 一 型 (zo) Ye 
之 0, 取 5>0, 使 下 面 爽 个 不 等 式 
M(x0) — em (ro Em(ro), Mn) EMAT) Mr Te 
者 :成立 ， 从 而 


了 


-一 -一 -一 -. -~ 一 一 om 一 -rr ee pl Pin Ji 和 -Pr hm i H 


f (20) — Em (Fo) ,ra) EN) + e- 
当 XECro 6, m0 二 tCa Pj mo) A) 0), 因此 
fro) —eT f(r) (re, 
洛 2) 在 zo 扩 连 续 。 证 毕 . 
定理 5.2.3 设 fz) 是 [a,58] 上 的 有 界 函 数 ,f(z)，J.(+) 是 
定理 5. 2. 1 证明 中 (5.2. 2)、(5, 2. 6) 两 式 所 定义 的 函数 . 车 zoc 
[a,b], vor E01 2 1 一 4,2,.…), 则 
limf, (C20) = 1 (20) , limf, (20) = (0). 


证 明 首先 我 们 袁 明 ， 以 下 证 明 中 所 用 的 记号 ， 风 与 定理 
5.2.1 及 定理 5. 2.2 证 明 中 所 用 记号 相同 时 , 共 意 义 也 相同 . 

对 于 分 划 D,, 设 包含 zo 的 小 区 间 为 [rz 和 2 名 ]， 由 题 设 知 
20S(z 和 1 名 访 因 此 ,了 6>>0, 使 (zo 一 上 2 十 及 灾 [全 ix 全 从 而 
疡 (zoomaifzoj， 信 6->0, 得 大 (zo) 委 各 (7o， 由 于 万 (co 人 了 (ro) ， 
PIM 了 fzn) Em (Yo). 

男 一 方面 ,任意 固定 6>0,3 自然 数 访 ， 使 当 # 宕 六 时， 包含 
To 的 区 间 [x 多 2 ;XI CC (20 一 ,wo 二 人 ,从 而 当 # 室 六 了 时 ， ft0) > 
mwo)， 由 于 (x0) 个 了 (zsoj， 所 以 (I0 宇 WX0)， 令 0， 议 
得 到 

f(xo) (20)， 
[i Rhlimf, (X07) =m (Fo) 


回环 可 证 Jimj(zo) 二 着 (x0)， 证 毕 ， 
注 定理 5.2.3 说 明 , m(z), 有 好 (2z) 分 别 与 定理 5.2.1 证 明 中 
导出 的 有 界 可 蛮 国 数 f(z), 了 (2) 在 La，5] 上 几乎 处 处 相等 . 
定理 5.2.4 设 f(7) 是 上 =[a,58] 上 的 有 界 涵 数 , 则 f(z) 在 百 
上 及 可 积 伟 A(7) 的 不 连续 点 的 全 体 是 一 个 测度 为 霉 的 点 集 . 
证 明 “=>”; 设 和 7) 在 上 蚜 可 积 ， 由 定理 3.2.1 的 汪 明 
* 了 52 。 


知 ,f(7) 二 J(z)a.8. 于 久 ( 则 {5.2,10) 式 )， 再 由 定理 5.2.3 的 证 
明 及 其 注 知 m%(z) 一 寻 (z)a,e. 丁 如 再 由 定理 52.2 就 知道 所 z) 
只 不 连续 点 的 全 体 是 一 个 零 测 度 集 . 

“<*”， 变 J(z) 的 不 连续 点 的 全 体 为 一 堆 测 度 集 ， 据 定理 
5. 2. 3,mf2) 一 对 (z)a.e. 填 吾 . 据 定 埋 5 .2.3 的 证 明 及 共 注 ,Fz) 
一 大 z)a.e. 于 如 由 于 Frz)、 瑚 z) 是 至上 的 有 界 可 测 函 数 ， 捐 
§ 5.1 例 3, 了 (7), 了 (2) 在 如 上 可 积 , 且 


D | zaz= (L) | Fr)as. 


设 力 , 为 定理 5.2, 1 证明 中 所 述 的 分 划 ， 玉 7) 相应 于 分 划 DD, 的 
Darboux 下 和 与 上 和 分 别 为 54 与 仿 ， 由 定 埋 5.2.1 让 明 中 的 
{5. 2. 3), (5. 2. 5) (5. 2.7)、(5.2.9) 四 式 知 


sa (DN frydzr, S$ (1){ Frar. 
-二 


于 居 太一 8s>0(n 习 co), 网 引 A(z) 在 至 上 上 吾 可 积 ， 证 毕 ， 

定理 5.2. 4 揭示 了 Riemann 订 和 [图 数 的 构造 .定理 52.4 
的 得 到 从 一 个 方面 反映 了 Lebesgue 测度 及 积分 理论 的 深刻 性 ， 

5.2.3 Lebesgue 积 必 与 广 当 Riemann 积分 的 关系 

数学 分 析 中 的 无 穷 积分 玉环 积 分 统称 为 广义 Riemann 积分 
《简称 广 浆 吾 积分 ). 

首先 讨论 无 穷 积分 与 工程 分 的 关系 . 

定理 5.2.5 设 j(z) 是 -0，+om) 上 的 非 负 函数 ， 当 i£(0， 
+ co0) 时 fz) 在 [0, 如 上 用 可 积 , 则 广义 五 积分 (广义 局 |。 f(z)dz 
有 确定 的 值 sfa 为 有 限 数 或 十 co) ,并 且 


(DC 上。 zyazs a. 
» [Osi co 


证 明 让 然 lim (| fz)dz 存在 , 记 其 值 为 好 


A 
ee 


(广义 本 | KGz)dz=a 
YIN 所) 在 [0 上 至 可 税 , 由 定理 5.2,1 知 f(z#) 在 [0,0 


(| (zd 之， 5) | fa 


= lim(L) | Hs)as 
=lim(R) | f(z)dz =a. 证 毕 ， 
定理 5.2.6 设 f(z) 是 [0, + co) 上 的 函数 , 当 iE(0, 09) 时 


fz) 在 [0, 如 上 民 可 积 ,并 且 ( 广 义 8) | ”f(z)4dx 为 有 限 数 4, 则 
XD) fC) tds 
有 确定 的 值 5, 并 且 
1) 当 五 为 有 限 数 时 
(四 | far=a; 


[Ori+ my 
2) 当 5 一 十 co 时 ,f(x) 在 [0, + co) 上 没有 工 积分 . 
证 明 当 翅 (0, 十 oo) 时 Fz) 在 [0, 妇 上 五 可 积 , 故 |f(z)| 在 
C50,# 寺 及 可 积 , 从 而 (7)=3 If) 土 扩 Cz] 在 [0,， 雪上 请 可 
积 , 由 定理 5,2.5 知 (广义 | ，17(z)1ez 有 列 定 的 什 5, 并 且 
| 


- [0y+ = 


于 (z)dr (广义 本 | ，fP(z)az 


= Lim (B) | CI EF) 


。75 了 4 。 


= lim | (R) | 到 1Kz)tez 
+ (R) | 二 7(z)az| 

_1 

= WC 土 ). 


1) 当 8 为 有 限 数 时 ,了 (xz),f (7) 在 L0， 十 0) 上 的 上 积分 老 
为 有 限 数 ,所 以 


(本 | ffz)az= 


[0s+ co 


CD fra (E) | 廊 Cz)az 


[四 s+ 


1 1 
= 地 0) 00) = 


为 妆 3= 上 oo 时 , 产 (z) 六 (5) 在 [0， 十 co) 上 的 荆 积 分 均 为 
二 00,; 所 以 其 2) 在 [0, 十 co) 上 没有 工 积分 ， 证 毕 . 

瑕 积分 与 工 积 分 的 关系 和 上 上 述 无 穷 积 分 与 上 积分 的 关系 
类 似 . 

由 此 可 见 , 当 广 义 五 积分 有 确定 的 值 时 未 必 有 相应 的 过 积分， 
所 雇工 积分 虽然 是 如 积分 的 推广 , 却 不 是 广义 召 积 分 的 推广 . 


习 题 5.2 
1. 证明， [0， 1] 上 的 Cantor 完全 和 集 Po 的 特征 男 数 XpAz) 在 [0，1] 卡 


Risemann 可 各， 

2， 利 用 Lebesgue 积分 的 性 质证 明 : 若 fiz) 是 在 [a,56j (es 入 上 处 处 取 
正 值 的 Riemann 可 积 函 数 ， 则 (加 | fo)az>0. 

3， 设 f(g) 是 [asb1 上 的 有 界 列 数 , 共 不 连续 点 集 记 为 D， 若 力 只 有 可 数 
个 极限 点 , 试 证 明了 (5) 是 Ta,5] 上 的 及 iemann 可 各 天数 ， 

4. 滩 jeL[ os5]s HYreray 于 ,有 | Ft) dt =0, Mf (2) =0 ae. 于 [ay 的 - 


" 133* 


$ 5.3 逐 项 积分 定理 


本 市 主要 讨论 积分 各 极限 交换 锋 序 的 问题 。 我 们 将 看 到 在 处 
理 积 分 种 棋 限 区 挽 顺 序 这 个 问题 上 ,上 Lebesgue 积分 所 要 求 的 条 人 
要 比 Riemann 积分 弱 得 多 ， 所 以 本 节 5 中 的 一 些 定 理 在 一 般 分 析 
数学 中 被 经 常 引 用 . 

本 池 所 独 及 的 点 集 如 无 特别 声明 , 都 是 指 区 中 的 集 . 


5.3.1 非 负 可 测 函 数列 的 逐 项 积分 定理 


定理 5. 3.1(Levi 之 项 积分 定理 ) 设 {J,(7)} 是 互 上 的 非 负 
可 测 函 数列 , (2) 所 f(D) Cx; 二 11,2,…), 则 


| limf (z)dz=1im| fr yar. 
=- 加 站 二 必 要 地 汉王 


证 明 由 题 设 条 件 知 ， 存 在 下 上 的 非 负 可 测 函 数 AZz)， 合 得 
limfn(z)=f(z)(rEB)， 并且 
GE; en fir (R=1, 2 …) 


limG(B; f,) 一 U G(E; fs) =G (8;f). 


出 于 G(B;f) (3 一 1,2,…) 及 GC8; 了 都 是 可 测 集 , 者 测度 的 下 连 
续 性 ， 
im 人 (下 


再 由 定理 5.14 知 


ee 和 间作 人 (至 :六 ) mG (EB; f) 


Levi 定理 的 成 立 ， 关 质 上 是 Lebespue 可 测 集 的 全 伟 对 “可 数 
-全 看 


" 送 算 的 封闭 性 及 Lebesgue 测度 的 下 连续 性 的 反映 ， 下 面 的 例 

1 说 明 , 对 Riemann 积分 来 说 , 与 Levi 定理 相应 的 提 法 不 成 立 ， 

例 1 设 吾 =[0,11, 否 中 有 埋 数 的 全 体 为 {7T1;7s，rs,，…}。 作 
五 上 的 冰 数 列 

], 当 Er 
fr(#)= jo oe i Rd 

显然 {f(z); 是 吾 上 的 非 负 吾 可 积 国 数列 ， 且 f(2 fi(2) (xE 
;4 二 1,2,…)，, 但 是 {f(z 站 的 极限 函数 ( 即 Dirichlet 函数 ) 在 也 
上 不 是 及 可 积 的 ， 因 此 对 于 lim(R) | f(z)a4x 来 说 极限 号 不 能 与 
积分 号 交换 ， 

定理 5. 3. 2(Lebesgue 逐 项 积分 定理 ) 设 { 包 (z)} 是 瑟 上 的 
非 负 可 测 函 数列 , 则 


加 


ea Hz) jaz= 之 ， | fC 


=1 


证 明 ”相应 于 每 个 自然 数 丽 令 gx(?) 二 之 f(x)(zSEB)， 赔 


g(x) (二 1,2,…) 在 召 上 非 负 可 测 , 月 gr(zJ<grit(z)(zE 盏 ; 下 一 
1,2, 人 , 据 定 理 5. 3, 1， 


| limgr (x)dz = lim| A 
EE Em 
而 Himgs (2) 即 » fF), 

个 扫 礼 二 1 


| ge Cr)arr Do | falr)ds, 


le 


所 以 六 
ea f(x) az = > | fC)az. 汪 毕 . 


= 了 了 7 二 


定理 5.3.3(Fatou 引 理 ) 设 if,(2 半 是 吾 上 的 非 负 可 测 水 数 
到 , 刘 
| mf) Slim| 六 (z)gz。 
证 明 ”相应 于 每 个 自然 数 x, 令 
ga Einfift efori(E), ee} {xER), 
峙 ga 一 1，2，…)》 在 吝 上 非 负 可 油 ，9,(4 g(t7) (EB; 
R=1,2,.), 
mf (2) = limga( 2)(zEE), 


旦 gE 二 1,2,…)， 由 定理 和 3.1 知 


| limj, (ZT) r= | limy, Cz)az=lim| 好 人 人 IA 


=lim| 0 (zzrslim| Fra 


下 中 


扯 皇 . 
注 定理 5.3.3 结论 中 的 严格 不 等 式 可 能 成 立 , 见 下 面 例 2 
例 2 设 呈 =[0. 匡 .相应 于 每 个 自然 数 a, 作 召 上 的 二 数 


, ze(0, 志 ); 

0,zE8—(0,=)， 

吏 | fatz) (a 一 1,2,…) 是 如 上 的 非 负 可 测 函 数 , fx)=Timfs(z)=0 
(2ER), | f=0, | f= "47 一， 放 


ro 


| limfo(2)dr =0<1=lim| fx dr 
曙 下 十 oo 


3,3.2 可 积 函 数列 的 逐 项 积分 定理 


定理 5. 3. 4(Vitali 逐 项 积分 定理 ) 设 mB<+oo; f,EL(B) 
= TI58 ， 


{=1,2,)] >; f(T) (2 二 1,2,…) 的 积分 具有 等 并 绝对 
这 续 性 ,有 邑 Ye 半 0,j6 汪 0, 使 当 之 ,m4 二 5 时 ， 对 每 个 自然 凑 下 
恒 有 
fabayde | <e 
则 fFELCE), 有 
iaf fee ee 


证 明 ” 帆 如 JEL(8)， 因 为 1 了 杆 玫 ， 据 测度 收 化 的 定义 x 
Ye>0 及 Y5>0, 习 自然 数 主 = 入 (es,), 当 # 写 入 时 ,有 


mBlesd)) =—m( BN fs fl >a |) 5 
从 面 当天 社 冯 时 ,有 
[fads | Far <| -ha 
=|, flazt| [flaz 


"| -Banters) 


<| flaz+| fat 
加 Te Elero) 


于 是 ,只 要 能 证 明 1”]f 了 (7)1 (xn 二 1，2，,，…") 的 积分 其 有 等 度 绝 对 
连续 性 ，2”|fIEL(E)， 定 理 就 得 到 证 期 下面 证 明 这 两 件 事 
都 对 ， 

国 (27) (4 二 1,2,，…) 的 积分 具有 等 度 绝 对 连续 性 ， 即 Ye> 
0 ,3620, 使 当 4CEB,mA<<8 时 ,有 


Petz| < 年 G=12)。 


大 4+ 一 A4[ 守 0 ,5 :Afi<0(Cn 二 1 2 则 A 二 As U Ais 
nA 1,2,…)， 因 此 
» 1S9 


| Pi 人 | foidet Ta 


| 十 
| 


一 | fats 二 || fa < 了 (R= 1,2,). 


这 说 明 |f(z)1 (n=1,2,…) 的 积分 具有 等 度 绝对 连续 性 ， 

由 于 | 所 | 坟 1 于 百 , 据 F.Riesz 定理 ( 即 定 理 4.2,3 的 4))， 
存在 { 思 上 } 的 和子 列 { 记 [使 | 四 | 一 一 > 1f| 于 娘 . 不 妨 设 {fa,|} 
在 吾 上 处 处 收 敏 于 1 , 据 Fatou 引 理 ,对 上 述 。 和 5,Y4CEB， 当 
mA4<8 肝 ,都 有 

| arslm| to ldr<$. 
故 |f|SLCGD)， 由 于 mB 之 小 co,， 据 习 题 83.2 的 第 8 题 ， 可 将 五 分 
和 解 成 有 限 个 互 不 相交 的 测度 小 于 5 的 可 测 集 之 并 : 吾 : | Bj; 而 
141=1 
HELCB) (一 1 2, 有), 据 定理 所 1 12, |fIEL(B)， 注 内 . 

注 1 把 定理 5.3.4 中 的 条 件 守 过 了 于 BB? 改 为 “f, 一 > 了 
下 如? ,其 结论 仍然 成 立 . 

注 2 在 定理 5. 3.4 所 述 的 条 件 下 , 若 w(x) 是 五 上 的 任意 有 
界 可 测 函 数 , 则 f.pEL(BE), 且 

lim | f(T) 2) = | fr). 

注 3 定理 5.3.4 中 的 条 件 mB 之 + oo 不 能 夫 掉 . 见 下 面 伦 3 

例 3 设 B=[0, 十 co),f(#)=0,xzEB8， 作 妨 上 的 函数 列 
二 , 当 xE[0,m2 笛 ， 

0, 当 zeEB—[L0,n jj], 
显然 所 =>f 于 ,了 EL(B) ,n=1,2,…， 现 证 {1 (2)} (4 二 1,2,…) 
的 积分 具有 等 度 绝对 过 续 性 ，Ys>0， 现 正 数 6 过 ze， 当 4 己 衣 ， 
?84 < 和 | 对 于 每 一 个 自然 数 #4 恒 有 

+ 看 在 = 


Po- R12 


6 = 


[ol 6 
| fdr mA 


但 lim| 万 (z)az 一 1>0-， | fC)dz. 

定理 5. 3. 5(Lebesgue 控制 收效 定理 ) 设 

1 {f(z 是 瑟 上 的 可 测 孙 数 草 ; 

2)》 存在 有 上 的 非 负 可 积 函 数 FIz) ,使 

[fr F(a e, TE (n=1,2,.)} 

3) fa(2)>f(z) 

则 SZ{B), 并 且 
lim| f(z)ds=| f(z)ar 

证 明 分 两 步 讨论: 

1 此 设 mE- 0. 

由 定理 的 条 件 2) 知 有 .SLC Ci 二 1,2，)， 现 证 f,(X) (n= 二 
1,2,…) 的 积分 具有 符 度 绝对 连续 性 ， 由 于 FCY) 的 积分 有 具 育 绝 对 
连 妾 尾 ,所 以 ,Yem>030>0 当 4CEmd< 了 时 ,和 


人 Fz)ds | -| PCr)drce, 
从 而 对 每 一 个 自然 数 % 恒 有 z 
(fa S| fC) 1a) Re)az<e 
由 Yitali 定理 知 jfEL(E), 生 
lim| f, Code | f(s)dz, 

22 设 轴 二 上 人 09. 

由 |f(5) CFP(r)a.e. 于 Bn=1, 2,") 及 PEL(B) Nf,€ 
(BE) (2 一 12)。 由 于 六 一 了 于 在 , 据 定 理 4.2 3 的 4) (F. Riesz 
定理 )， 存 在 {fs} 的 子 询 {jf ， 使 所 ,一 一 > 了 竹刀 因 此 jz)| 


+* 了 本 了 + 


F(z)a.e. 于 畏 , 从 而 fEL(B). 
雇 引 理 3.2. 8， 加 可 表 为 可 数 个 互 不 相交 的 测度 有 限 的 可 测 
集 4 之 并 U4 i m4 由 定理 5.1 12 知 


| Fa- Paz=lin 人 Fdz 一 lim|， pdx. 


T=1 站 一 上 
ye>>0 诺 上 式 知 卫 自 然 数 各 ,使 
Fdr<*., 
| sg 3 


由 | 2 lSFr Ya, eT BinR=1,2,- 有 RIF) AEFir)a.e. FE 
向 


| fix 
mBro< 二 co。 将 f(x)(R==1,2,) ,JT) 及 玉 (#) 限制 在 如 %。 
上 时 , 仍 误 足 定理 的 条 件 ， 据 1°， 
iim| fulz=| fdz. 


从 而 存在 自然 数 访 , 使 当 ?六 时， 
| 六 az 一 | ， faz| < 


$n=l,2,), | farl < 
3 | -EE . 3 


于 是 ， 当 2 守信 时 ， 
[efi 


-te et ,fe 


加 一 


faz| 


< he- tl 


+ | fds 


= Ji2" 


所 以 Him | fCz)az 一 | f(z)az， 证 毕 


仔细 分 析 一 下 定理 5. 3.5 的 证 明 过 程 , 便 可 立即 得 到 

推论 5.3.6 ”把 定理 5.3.5 中 的 条 件 全 ,(z)=>f(z) 于 B” 改 
为 “fs(7) 一 > f(z) 于 ", 其 结论 仍然 成 立 . 

定理 3. 3. 7(Lebesgue 有 界 收 印 定理 ) 设 mB< 二 00, {jf,(2} 
是 在 玉 上 几乎 处 处 一 致 有 界 的 可 测 函 数列 , 若 f,(5) 过 Ff(#) 于 吾 戌 
f(z) 一 ”> fr) 于 8, 则 [ELC(E), 


lim| f(x)dr | frYdz. 
E -上 


证 明 由 题 设 知 存在 正 实 数 开 ,使 得 | 记 (z)| 安 开 a.&. 于 百 
村 二 1 2 。 仿 F(X) 一 人, xwEB， 由 加之 十 00 基 FEL(E)， 百 
由 定理 5. 3.5 和 推论 5. 3.6 就 知道 定理 5.3.7 成 立 ， 证 毕 . 

注 定理 5.8.7 中 ?下 < 二 co 的 条 件 不 能 类 掉 ， 这 从 本 节 的 
全 3 如 可 看 出 ， 

下 面 再 举 一 些 腔 项 积分 定理 的 应 用 . 

例 4 设 EES, 函数 fz 纪 的 定义 域 为 {(z， 盐 |7E 有 给 [Lo， 
有 jj， 车 对 任何 固定 的 霸 [ay Bfz， 贡 作为 了 的 国 数 在 豆 上 可 
积 ; 对 在 何 固定 的 xEB, (zt 作为 于 的 函数 在 La， 有 J] 工 可 徽 , 并 
且 存 在 豆 上 的 可 积 国 数 Frz) 使 在 吾 x [ap 上 


Ff) SF), 
则 在 [a, 6] 上 


机 
Hf d= | 元 fo td. 


证 明 ”对 任意 固定 的 让 [a，， 任 取 数 列 {} 使 和,>0(n> 
Go) 和 天 0 十 icEfoos (这 大 可 以 做 到 的 )， 由 题 设 知 
1653. 


fr t+ 十 2 f(t) :- F(x, t) (rEB). 


由 微分 中 信 定 理 知 
f{z, 和 +， fx DD) Ff (et 1 ha) CzEB; R=1,2,..), 
其 中 9， 与 有关 且 油 足 0<B < 由 于 
f(s, t+ 0h) | Pr) EB; n=1,2,.), 


所 推论 5. 3.6， 
。 fix, t+ —ftr, i) _—. 9 
lim| d= | Rf ds. 


所 以 算 | ,f(z Daz= | 骂 f(z,4)dz, 证 由 
例 5 设 mE< 十 co, {f(T 站 是 吾 上 的 可 测 装 数列 ， 则 


nn ET 0. 


证 明 : 因 所 二 0 十 电 ， 所 以 天 二 六 -0 于 下 丸 0 所 
| 六 | 


I 二 1(2 二 1,2,…), 掀 Lebesgue 有 界 收 化 定理 ， 
lim| 1 sz=| 0dz =0. 


: 因 y 一 站 = 
因此 Ye2>0 及 YEIN 有 


jf [| 
Festa sup ITT fT 


>| dz 


Bfular] -Fe 


-Ti 当 z> 一 1 时 是 严格 增加 国 数 ， 


= m6} S07]) 0 


性 了 下 过 = 


从 而 当 Jim] 了 了 入 Td=0 肝 , 必 有 Himm(8[| 扣 | 之 0 了 二 0, 即 有 
f=0 二 五， 证 毕 . 


例 6 计算 | 人 m4 
计算 和 | a 


解 令 ff.{z)= Tr 则 六 kz 一 1 2) 在 [一 1， 琳 
上 非 负 连续 ,从 而 非 负 可 潮 . 冯 立 一 9 孙 ， bb3 fa)=0; 当 x 六 0 
时 ， | 
— AT 1 
Dh Data) rt 
工 十 2 
股 (7) 这 f(z), 则 
于 三 ] 
， 当 X20 时 ， 
fr)= 4} 区 二 0 BE, 


所 Lebesgue 这 项 积分 定理 ， 


二 | ,ZI 二 Tr dz=| fas = 人 laz=2 


尺 寺 1 
此 例 若 用 五 积分 理论 进行 计算 ,就 变 得 相当 麻烦 ,因为 函数 项 
级 数 D] 7 了 二 7 在 [一 1;1] 上 不 一 至 收敛 所 以 它 不 满足 及 逐 项 
积分 定理 的 条 件 ， 可 见 荆 积分 挛 运 算 方 面 确实 要 比 忆 积 分 灵活 和 
方便 ， 
习 题 5.3 


i, 变 FE, FELIE) "=.]， 2 人 了 fei 【 光 ) 【或 fr 
归 i 喇 


fr lm)) (LEB; n=1,2, wo); 让 ,f(D)4rt 有 上 界 (或 有 下 办 )， 则 {f(s)} 
| fis) dr—lim| f, (a) dr. 
3 ns»-.a. 6 
2， 才 LB)R 一 2 有 有 EDIEB) yf (rT) a, 6. 
于 Bln=1,2,.), lim) fn) dr co, MlimfsEL{B), 
于 局 悍 站 十 种 - 


| limf, Gayadr elim| fo C0) 1z, 
时 


i i 
3， 设 BE 凶 fEL(8) (n=1,2;…); 且 有 9E5(B) ,使 f(z) < (o)a.e. 
于 Bn=1,2,), Xn| fe)dz>—o0, Milmf tL EH 
| mf, (Wai) f, (nds. 
4。 设 BE 名 gr {fstr)} 是 廊 土 的 -一 到 非 负 可 测 县 数 ， 
[AP IANOPINOE TA 
fo tr) 站 的 于 再 若 3JagN 使 ,EL , 则 ffEL(B). 有 a 
lim{ fz)dr=| Fo)ar， 
几 叶 区。 民 * 看 
5 设 下 空 ,请 ) 是 关上 的 非 负 可 测 再 数 ， 念 
大人 当 3 再 [ 了 二 和 时， 
一 一 :2 re 
[Fe)]。 和 ep ,al 
车 帮 拉 在 如 上 几乎 处 处 有 限 , 央 
lim)| [fo)]uaz=| fr) dz. 
用 于 于 中 时 下 
各 ， 设 Fo 所 当 ] 一 下 | < 时 是 了 在 [oy 加 上 的 可 积 旷 数 ， 丸 有 常数 上 
使 | 六 (六 bacreb, 1 一 和 <6 则 


rr 人 四 
lf Dar=)| gol Hd (Cit | <, 
7 试 从 一 《1 一 2 十 (2 一”) 二 一 (0<z 志 1y 排 全 


1 1 


4 
8.， 求 下 列 极限 的 值 ; 
= 1656* 


9 
(G1) lim nazdr; (2 li Md, 
| |, li “ 《2 lim | [an] 1 Rs 
9， 证 归 :lin| ll 
wi (+ 过 sf 
也 


19, Ea f(a ee, op- ey (eo0 fH 


im] If 加 一 J 人 ry 14r -0 (积分 过 线性 )， 


$5.4 Fubini 定理 


本 节 讨 论 重 积分 和 黑 次 积分 的 关系 ， 以 及 累 次 积分 中 交换 积 
分 顺序 的 问题 ， 我 们 将 会 看 到 在 重 积分 化 为 累 次 积分 以 及 累 次 积 
分 交换 积分 顺序 这 些 问题 上 ， Lebesgue 积分 所 要 求 的 条 件 要 比 
月 iemanmn 积分 强 得 久 . 

定理 5.41 设 5CRrxR 可 测 ， 则 mz) 一 m 记 是 Rr 上 
几乎 处 处 有 定义 的 可 测 函数 ， 县 m==| ,msi 

证 明 (一 ) 当 万 是 有 界 可 测 集 ， 即 BCAw AsCRzx 及 "是 
开 区 间 时 ,分 以 下 五 步 进行 讨论 : 

1” 当 召 是 一 在 开 右 闭 区 间 时 ， 设 怪 - Am xA” CRrxRs, 
则 

rt 一 [A | ， 当 证 舌 贞 全) 时 ， 
m= jx- 0, 当 zEAo 时 . 

是 Re 上 的 简单 函数 ,因而 非 负 可 测 , 且 


| ,mBede= | Ac Fars= {A® | .1Ae | = 
RB 要 
2 当 避 是 开 集 时 , 据 定理 2.1. 2, 可 设 


E= TFNT= 儿 (Gi 办 (i 二 1,2,…) 为 左 开 有 绪 区 


Fe 1 


于 目 浆 万 由 


Tt 


间 。， 由 于 YzER", 有 ,一 局 (7D) :CR 可 测 , (Ts 站 (Is 二 多 (i 关 


让， 从 而 2m -Bnd 据 1",， mCi 二 1,2,.…) 在 R?* 上 
非 负 可 测 , 所 以 ,和 已 在 Rr? 上 非 灸 可 宰 , 出 Lebesgue 逐 项 积分 定 
理 知 

| ， mhrdr 一 并 | ， m (Tdr = S mls= mE. 


+1" 
3° 当 召 是 人 G, 型 集 时 , 设 B= [| G4,G4(i 二 1,2,…) 为 开 集 ， 
i=1 
且 


站 门 各 DGD OCD, 
从 而 YXxSR:, 有 


(A sD (C0) 2D GD) OI GD B= {| (cs 
=1 
目 (G) Gi 二 1,2,…) 是 有 R? 中 的 可 测 集 , 据 定理 3.1. 15 (测度 的 上 
连续 性 )， 
mE. limm CF i) ps 
据 2,m(GD)oti=1,2,…) 在 民 ? 上 非 负 可 积 ， 再 由 习题 5. 3 的 第 
1 明知 mB; 在 Rr 上 非 负 可 积 , 且 
| mBsdr = Him | , m(G) oar = lmmOr = ms. 
RY oo BR” 和 

4 当 仿 百 =0 时 , 据 定理 83. 4. 4. ,mB 二 0a,€. 于 Rr, 提 mE, 
是 在 R? 上 几乎 处 处 有 定义 的 可 测 函 数 , 目 | ,maBeir 一 0-= mm 忆 

5” 当 加 是 任意 有 界 可 测 集 时 ， 据 定理 3.2.6 用 其 注 ， 有 @。 
琐 溪 4 四 使 4 一 Ad -mB 从 而 mCA—B) .0, A={4— EUE, 


As—= Cd--B)UE, BmA=m(tA BtmE, Pid, mE,= 
< 了 看。 


由 3 及 4 项 及 六 (4 一 吾 )。 都 在 展 * 上 
可 积 , 且 mE; 是 在 民 ? 三 玫 平 处 处 有 定 交 的 可 油 国 数 ， 从 而 ， 季 罗 。 
也 人 三民 ?上 可 积 , 且 

mb,dr = | maa | ,mCA—B)sdr 二 入 和 4 二 没有 . 


总 之 , 当 豆 是 有 办 可 测 集 时 ,定理 成 让， 

(二 ) 当 吾 是 无 佑 可 训 集 时 , 因 任意 无 站 可 珊 集 均 可 家 为 可 数 
个 互 不 相交 的 有 和 寞 可 测 集 之 并 ,因此 ,可 将 吾 表 为 : 

£= U Ei, Bi NE; Bi 二 1,2,…) 有 界 可 测 . 
所 (一 ), 每 个 m(,): 都 是 在 民 ? 上 几乎 处 处 有 定义 的 非 负 省 总 阴 
数 , 再 让 世 . 一 U (EB) (VrER?) NN, mE, DET ©: 于 Rr. 


从 而 人 百出 古 .在 Rr? 上 几乎 处 处 有 定义 的 韭 负 可 测 函 数 ， 且 出 
Lebesgue 逐 项 和 分 定理 天 


| ,meiz 一 | mE) DT mE -mE 证 毕 . 
"RR t=1" BR {=1 


注 13 把 定理 5.4.1 的 结论 中 的 和" 换 成 WW ”，“RR"” 换 成 
“有 Rs” ,所 得 结论 仍然 成 立 ， 

注 2 由 定理 5.4.1 可 知 , 定 理 3.4.4 的 道 定 理 成 立 ， 即 车 吾 
万 恨 2? 交 下? 可 测 ,各 加 -一 Da8.e- 于 Rr, mM 六 三 -0 

定理 5.4,2(Fubini 定理 ) 设 fz, 扩 ) 是 在 民 ? 一 用 2?x 妥 ? 
上 的 可 积 函数 , 则 

1) Tr, EL(RDa.e. 于 R?, 

2) 在 民 * 上 几乎 处 处 有 定 尽 的 函数 

g(z) 一 | fe, Dy ELR?), 


3 os OD AM -| sw 星 | Fr 的 硬 ， 


+ 


* J6EI =* 


ee — rr pr Pi ri re te 


证 明 分 以 下 两 步 进行 讨论 : 
1。 设 f(z, 四 是 Rr*r 上 的 非 负 可 积 函 数 ， 
由 于 了 (zy 护 在 Rrr* 上 非 负 可 测 ， 从 击 G=G(Rr™; 用 是 
Rr+en 中 的 可 测 集 , 据 定理 5.1. 4， 
{fFODEM=mOR sf) to 6.41) 


据 定 理 5.4.1， mG 是 在 服 ? 上 几乎 处 处 有 定义 的 非 负 可 强 晴 数 ， 
上 且 


| ,mGde =mG (Re 站 所 十 co。 (5. 二 2) 


国 此 ,mG,EL(CR?), 认 而 搓 人 ,< 十 CO a 王 Rr?., 将 国 为 YzcER>， 
人 -一 {(¥,2) | (x, ¥, 2 EG(R?+; f)} 
= {(9,2) [gERs, Oc zf 2, 9}. 
疡 以 ，G 就 是 对 任意 国定 的 xeR?， 视 f(z, 办 为 y 的 冰 数 时 ， 
于 (的 在 下? 工 的 下 方 图 形 ， 因 此 
g(z)=| f(D)Y=mG< + oa. e, 于 R?. (5. 4.3) 
小 1), 2) 得 证 ， 
再 由 (5.4.1)、(5. 4.2)、(5. 4.3) 三 式 即 知 ， 
{FODaM=) ,msds = | ,de| ,fry 
著 以 , 当 Fiz, 思 是 及 + 上 的 韭 负 可 积 前 数 时 , 定理 成 立 ， 
2? 设 fz, 六 是 R?** 上 的 一 般 可 积 函 数 . 
此 时 f(x, 四 ,六 (x, 四 都 是 R2 上 的 非 负 可 积 函 数据 1 ， 
fx, ELCRTa.e. TR?, f(r gELCRDa. ee 于 Ro?, 
从而 v= 二 了 C 引 一 了 (7, 旋 EL(RDa.e, 于 Rr 又 因为 


gz)= fs, dy, ga7)= | ,f(r Dy 
都 是 在 R* 上 几乎 处 处 有 定义 且 在 有 上 可 积 的 菌 数 ,所 以 


* TO " 


8 一 站 (一 2a(2) 一 | 六 (的 看 一 | ,Dy 


=| ,1(r, 护 本 
也 是 在 及 ”上 几乎 处 处 有 十 交 且 在 民 ? 上 可 积 的 国 数 , 夏 
| pi 了 CC 一 | sf Da | af CMIAM 
R -IR 及 


=-| ， do| ,fre, yay -| a) Ff (x, 9 
-ea 


一 | ,如 | ,f(z 办 中， 证 毕 . 
推论 5.4. 8 车 f(z,) 在 RrxR* 上 可 积 , 则 票 次 积分 
,| Fe 人 四 及 | ,多 | f(z, 扩 ) 开 都 存在 ,上 且 


RY’ 


1 了 JE 一 | dr| ， fr, 力 甸 =| wy| ， f(x, y) dx, 


RY RR’ 
推论 5.4.4 车 f(x, 四 在 民 ?x Rr 上 非 负 可 刚 , 则 
1) 存在 4 己 RR?,m4==0, 使 当 xER? 一 4A 时 ,f(z, 四 是 yy 在 民 : 
上 的 非 负 可 测 亦 数 ; 
2) 甜 在 BCR',mB 二 0, 使 当 yER 一 B 时, 六 rz, 所 是 z 在 疏 ? 
上 的 非 负 可 测 函 数 ; 


3) | sf ODaM={ ar) fe, 9) oy 


=| ,| ,fe, 
证 明 留 为 习题 ， 
注 “ 把 定理 5. 4.2, 推论 5. 4.3, 推 论 5.4.4 中 的 RR?, Rs 分 别 
换 成 Rz、Re 中 的 可 测 集 .FP， 所 得 到 的 相应 的 三 个 定理 都 仍然 


城 江 . 
«171* 


rr 
ee a re " 


习 题 ?4 


1， 证 明 推 论 5. 4. +4 
23， 设 在 轨 一 [一 1 1XF 一 1 上 定 


0 
fp dT 


0, 将 一 站 一 曲 。 
则 推论 5.4.3 中 的 两 个 时 次 积分 均 存 在 旦 相等 ， 但 Fe, 久 不 是 如 上 的 可 于 
函数 ， 
3， 设 在 了 二 0,1) X (0,1) 上 定义 了 (zy 护 = 了 一 < ， 证 大 


(C24 yy7) 2" 


| | fs, 时 2 oy| 


| -= (Dp 
这 是 否 与 推论 5. 4.3 矛盾 ?何故 ? 
4， 设 了 (#4) 在 肛 * 上 可 积 ,9 (六 在 怕 " 上 可 积 , 证 明 f(x}ygty) 在 及 下" 
上 可 积 ， 


， fr, yy Ax. 


5 5.9 微分 与 Lebesgue 不 定 积分 
本 节 就 空间 是 一 维 的 情形 { 即 在 RR' 空间 } 讨 论 微分 与 Lebes- 
gue 不 定 积分 的 关系 以 及 Newton-Leibniz 公 式 成 让 的 条 件 ， 为 
此 ,还 要 引进 有 昼 变 盖 图 数 与 绝对 连续 图 数 等 概念 . 
我 们 约定 ,本 夺 中 几 说 到 油 论 ,可 帘 图 数 ， 积 分 ， 如 无 特别 声 
明 ， 均 指 在 Lebesgue 意 史 之 下 ， 几 说 到 单调 函数 均 指 处 处 取 有 
限 值 的 单调 尔 数 . 


5. 5. 1 有 界 变 差 函数 


定义 5.5.1 谈天 2 是 [ee 的 上 的 有 限 国 数 ， 在 Le ep 上 作 取 
一 组 分 点 :2 一 oo<c2<dn 一 二 记 此 组 分 所 为 性 ， 称 和 式 


¥ [Lf, 如 一 Y;1fGzD 一 Fe-D| 


了 


为 上 对 分 点 组 王 的 变 差 ， 若 数 集 
WV fy PP 为 La, 如] 的 分 点 组 \ 


rr 


《VEe 妆 表 示 [e, 妇 上 有 界 变 差 国 数 全 体 所 成 之 集 )， 并 称 
VD =supfV CF,PJIP 为 [a 的 分 点 组 | 
为 KKz) 在 [a, 5] 上 的 金 变 基 . 
显然 ,如 果 /< V Ea 妆 ， 则 对 任何 [cs 四 Cra 5]， 也 有 fE 
Ve, 因此 ， 闪 大 VIa, 困 ， 则 Vz)= 六 (4D (规定 V 0) 
= 09) 是 在 [e, 的 上 有 定义 的 单调 不 减 的 非 负 两 数 , 称 此 因数 为 了 在 


nr PT on rr 


例 1 若 f(x) 是 [a,5] 上 的 单调 函数 ， 则 fEV[La, 5], 且 
VY =| 一 Fe)1. 


例 2 设 了 f(x) 在 La, 56] 上 满足 Lipschitz 条 件 ， 妈 存在 常数 
Lm0, 使 得 当 £1, Fo Ed, 5 时 ,有 
[Fe Tr) [Lr — 2. 


其 JEV[e, 5]. 
证 明 对 Fe, 的 的 任意 分 点 组 已 : 6 二 所 和 之 之 2 二 总 

V rf,P) SF fd) EL Ser) = LO—0. 

过 i 一 1] 二 


"7 


均 fJEVY[a, 困 ， 且 内 《有 返工 (太一 9 

由 此 例 可 知 ,如果 f(z) 在 [a,8] 于 好 处 存在 导数 ， 有明 导 明和 数 有 
界 , 即 存在 志 >0, 使 对 一 殷 xE[e, 所 ,用 | FI) 扩大 草 出 Lagrange 
微分 中 值 公 式 知 ，fEV[a, 的 

例 3 连续 函数 不 一 定 是 有 界 变 差 六 数 ， 例 如 


zsin ,4€ (0, 1 


f(T) = 
六， 多 一笑 
是 [0,1] 上 的 连续 孙 数 ,如 果 取 分 乓 组 六: 
2 一 0, 71 =—- 、 (11 


[人 一 1) 一 们 天 十 避 
La 


1 到 
V LF, PI 六 | asia 了 工 _ rz sin_ |. 
by 二 一 二 


出 1 Tel 


a4—1- 
| 1 1 
> 一 一 一 十 一 一 一 一 一 一 一 一 
和 (RO—1 C1) |- 可 [KE 一 1 一 人 一 二 站 十 | 


和 一 遇 
1 ] 
= 一 -|--- 
(a 二 hr | 


2 


了 7 子 。 


于- 


但 jm 也 各 ==， 所 以 sapV [f，P]=+eo， 淫 f(z) 不 是 有 


界 变 差 销 数 . 
”定理 5,5,1 有 界 变 束 函 数 具 有 下 面 一 些 性 质 : 
1° 车 芒 Vre, 8, 则 灰 z) 在 [Leo 上 有 界 ， 
2” 若 了 ,9EV[La,5],a% 是 两 个 常数 , 则 af 上 BrEV[aD， 


VY taf+Bn lal VYV (上 + VOD， 


3 若 f,gEV[a,5] 则 fgEVY[La,5]; 叉 车 1gCx)| 宕 wa->0, 则 
f/gEV[La,b], 
4” 车 JEV[a,6]， 且 VY (1)=0 时 , 则 了 (7) 必 是 常数 . 


5° YcE(a,b), MSEVEe, be fEV[a, ce], § JEV[e, 5), 
和 a 十 
并 有 有 (= COPD+Y Oh 
6 车 gE V[a, 51, R=1, 2,.， 1V cr 有 界 ， 且 
limgs(r)=g(z)(zE[ay 的 ), 则 9 V La, 5, 
VY 9) <sup V Cg,). 


证 明 ”我 们 内 证 明 2 ,5 6 其余 留 为 霹 题 . 
2"” 任 取 [a,8] 上 的 一 组 分 点 P; 4 吉之 加 之 之 z4 二 5， 由 
于 


V Caf 1+-p9, Pl > laf (20) FBg (ze) ~—af tr — oti) | 


= (f(r) ~ (ri) 


* I75 = 


十 161 Do 18(z 一 9 
号 各 
一 jal Vii, Pi+1Ai V Ly,P; 


pb 上 5 
lelV (DiIBI Vg). 
故 mf+ByEV[a,5], 且 
西 五 负 
V (af+BDEIal VY (及 上 18 YY 9). 


5” 当 了 jeYLa,81 时 ， 则 出 本 书 前 面 的 讨论 就 知 JfE¥[a, ej， 
FEV[Lo ap，Ye>0， 在 [ec],[e 5 上 分 别 存在 分 点 组 
Pla=ao r=0 Pe t= HN Tm = 6, 
使 得 
必 在 由 
V [If,PI>Y (DD—e, VF 记 Po]>WV (~s, 
刚 P: 在 一 人 < 人 
是 [rn,5 的 一 个 分 点 组 , 月 . 


V PEVIAP!Y VPJ4 YE,P) 
已 看 
> Wi WO 门 一 28. 


而 人 四 
邻 e>0 得 VDE=V OV (及 


反之 , 当 feV[a,6j,fEYLe,5j 陡 ,对 La,5j 的 任 症 分 点 组 P:a 
二 芝兰 5 是 的 一 个 分 感 ; 则 P 了 可 以 拆 成 [a, cj 
的 一 全 分 眠 组 Pi 和 [Les 的 一 个 分 点 组 Ps, 且 
“了 


Vr[i, P] VIs.P IHV ,Pe V DV 


若 + 不 是 了 的 分 点, 将 c 点 添 和 了 的 分 点 后 就 得 到 [a, 杂 的 一 个 新 
分 点 组 P', 显然 


VI PJEVIEPIEYV HIVY Oh 
这 说 明 feEV[as5], 且 
VAaV On+W Oh 


综合 以 上 两 个 方面 的 结 末 , 就 知性 质 5” 成 过 ， 
6? 设 弄 :. supV (9) 过 十 0， 对 [#5] 上 人 尾音 给 定 的 一 组 
分 点 Pi:4 = 二 0 之 让 芝 124 二 了 ， 由 于 


V Lg, PI= 2) lg (a) 一 9(z-D| 
一 > lim [ga {£0) — gm (x11)| 
{1 


lim > | gr CF) 一 人 1) | 志 < 有 H. 


mei 


玖 gEV[Les8], HV (9) sup V (go)， 


定理 5. 5. 2(Jordan 分 解 定 理 ) ”JfEV[fa, 四 导 1 作 XY) 可 以 表 成 
商 个 非 负 单调 不 减 国 数 之 可. 
证 明 ”充分 性 显然 ， 现 证 必要 性 : 作 函 数 


f=3(V G+) ED 


中 了 了 7 看 


f(z)=3(V PH2)+170)|). 
VR, ?ac [3， bj 当 x 让 于 ， 由 于 
fod fy eV p= VD V0, 


所 以 VP IF) Vf), 


V PF VW D-Hz). 


这 说 明 f(z) 和 fatz) 都 是 [a, 8] 上 的 单 泗 不 减 阔 数 ， 再 由 
和 疡 的 定义 就 知道 这 两 个 函数 在 [Fe 站 上 都 是 非 负 的 。 由 于 


Kz)=4( V OPE)+ Ho 有) 


| V Go 


=f(r) -f(r), 

赦 定 理 的 必要 性 得 证 ， 证 毕 ， 

由 定理 5. 5, 2 和 习题 二 3 的 第 3 题 可 立即 得 到 

推论 5.5.3 设 Xzr) 是 [ce 的 上 的 有 界 变 楚 函数 ， 则 FA(z) 的 
不 连续 点 都 是 第 一 类 的 ; f(z) 的 不 连续 点 全 体 最 条 是 一 可 数 集 ; 
大 2z) 在 La,5 上 上 是 Riemann 可 积 的 . 

定理 5.5.4 设 了 是 [ae, 纪 上 的 有 界 变 差 函数 ， 那 末 唯 一 地 存 
在 在 (4a,5). 上 右 连 续 的 有 界 变 差 函数 9, 使 得 (i) 在 (e, 纪 中 FKz) 的 
连续 点 上 9g(7) 一 fx); (Gi) g(a)=f 了 (0)，9(6) = 了 (DD); 《这 让 
V (nD V en. 

证 明 在 [a,6] 上 作 葡 数 
* IF * 


a 


f(a), Fg, 
or)=< fr oO), Era,b), (5, 5. 1》 
f(b), x=b. 

显然 册 (5. 5. 1 式 定 多 的 了 是 由 / 峰 一 确定 的 ， 并 县 8900) 一 
fa) ,98) = 10D). 

好 果 zoEta,8) 是 信 T) 的 一 个 连续 点 ,由 于 f(zo 十 人 0 = 了 (20)， 
所 以 gr) = 二 了 (wo 十 站 二 了 Cx0); 即 g02) 二 2) 在 (9 加 中 并 7#) 的 连 
续 点 上 成 立 ， 

再 证 多 z) 在 (ab 上 滞 连 续 : yzoEra,p,vye0 36>0， 当 
Xros To 二 井上 时 , 成立 着 

fro oO —~ ef rf rt0) te, 
对 (zos Xo 十 侣 中 每 一 点 4 只 要 取 x 人 (x 0 十 间 ， 并 且 一 zn-> 
cco), 从 上 式 立 即 得 到 

frot 0 —~eE f+ 0 f(r 0) +e. 
即 当 xE (zo Wo 十 介 时 ,19C2) 一 (20) | 三， 这 说 明 8 在 区 点 是 
有 连续 的 。 因 ww 是 (a, 丰 中 任意 取 的 一 点 ,所 以 9g(2) 在 (a,5) 上 右 
连续 . 


最 后 证 明 ，9gEV[e 的 , 且 W 1) 过 VC， 


事实 上 ,在 [apj 上 任 取 一 组 分 所 :0 一 加 二 < 后 
也 扩 1zr<<0rt 2 一， 从而 又 得 到 [6, 的 的 -组 分 
EE 


六 一 针 


IF) 一 起 zo) [+ YO FY) 1+ [f(an) — fy- ) 1 


= 
仿 yt 一 1， 2 … 一 1 从 上 志和 yx) = lim f(y 就 得 漳 
geri 


"7 


> lg9) 9 ) 1 EV, 
因此 ,9EV[e, 玖 ,县 W (信和 去 Y (0 .证 毕 ， 


5.5.2 单调 函数 的 微分 性 质 
为 了 讨论 单调 函数 的 微分 性 质 ， 我 们 还 需要 引入 列 导 数 的 概 
仿 和 Vitali 意义 下 的 覆盖 概念 ,并 建 记 一 些 ? 理 . 
定 尽 了 5.2 设 亢 z) 是 [Fa 的 上 的 有 限 函 送 ,zoS[e,p]， 乔 任 
在 序列 名 一 0(5 天 0 320 十 jnE[Leas po])， 使 
fot ha) fo) 


no hn 
(4 为 有 限 数 或 十 00), 则 称 4 为 六 7Y) 在 vw 点 相应 于 {hn} 的 列 导 数 
(或 称 4 为 人 72) 在 zw 点 的 一 个 列车 数 ), 记 成 4=Dowif(z0) ,或 简 
记 为 4=DJ(z0)， 列 导数 的 值 4 是 与 序列 各 相关 的 ， 若 7) 在 
zo 卡 的 一 切 ( 可 能 存在 的 ) 列 导数 相等 ， 则 称 六 z) 于 zo 所 ( 广 闵 》 
可 微 , 并 称 其 中 任何 一 个 到 导数 的 值 为 万 z) 在 mm 点 的 导数 ， 记 作 
了 (ze)- 

例 4 考 钱 级 数 


A 


,2 

fF) sin 二 YY 天 0， 
0, r= 人. 

在 x=0 处 的 列 导 数 情况 


1 fA) 0) 0， 
取 ,= 证 :有 一 


肥 请; 二 rw 有 2 28 十 二 一 Tn 0 
新 十 pn " 


sj * 


:na 


人 2 一 豆 
一 
YE 一 cc， 十 oo) 4 天 0 取 kn 一 可 则 | 
28 
2n7 
i “到 
A 本 
3 四 
由 有 二 一 
“ar 
出 于 
A 
n (sin 夯 ens 
Fi 2 一 lim 名) 1 2 
Ft | y+ oy 3 \ (2 ay 
2y* 二 -4 2y? 十 3 | \ Te 
: 2 
(2 Tar 
二 A 
sin < 
均 limf (Ra ) FO) Jim 22 一 1 
-re + 一 Th 
m2 A 
2 
2 十 可 


因此 ， 天 2 在 Y= 所 可 以 有 到 值 和 于 [一 ce， 十 jj 之 中 的 任何 入 
启 到 导数 ， 也 就 是 说 蕊 2 在 *=0 点 的 斯 有 列 时 数 记 成 之 集 为 
Ro roe, -1- 631|. 

例 5 符号 隔 数 人 7):signz 在 z==0 太 具有 导数 (0)== 
十 吕 ; 和 但 f(z) 在 4 二 0 点 并 不 连续 , 

定 尺 5.5.3 设 ECKR', .在 二 {} 是 长 讼 为 正骨 闭 区 间 所 成 的 


中 了 


rEdRS1, 2 DC)。 


Teer a nr Te near TT TT ne 


引 理 3.5,5(C(VYitali3 引 理 ) 设 CC 及 ' 为 有 界 集 ，. 六 和 依 Vitali 
意义 覆 瘟 8, 则 可 由 .i 中 选 出 有 限 个 或 可 执 个 互 不 相交 的 闭 区 加 
di, ds,…， 使 m( BE Ue)=° 

证 明 设 ECA={a,5). 区 于 在 依 Vitali 意义 覆 羔 长 
出 .用 中 除去 一 切 不 含 于 (e;, 人 内 的 那些 台所 得 的 集 Cs 仍然 覆盖 
玫 ,以 下 用 妇 纳 入 进 行 亚 明 : 

设 co 一 Srd， 则 ao 盖 0 先 由 .中 企 取 一 个 和 使 各 人 
> 过 oo; 和 如 果 吉 (B 一 而 ) 一 0, 则 引 理 已 得 证 ， 如 果 m* (一) 到 0， 
仿 Gi 一 (a, 站 一 而 ,全 为 开 集 ， 并 令 名 =sup{madld 是 .人 中 合 - 
G 的 闭 区 间 }。 显然 ,>0, 于 是 据 上 确 界 的 定 久 ， 可 由 让 0 再 联 


中 
dC 使 mdz>> 字 a 则 而 = 如果 mn( B 一 [0， 
Rl “ 


则 引 理 已 经 得 证 ， 如 果 mx( 五 一 LU 二 ) 关 0, 则 按 上 述 办 法 继续 进 
E=l 
行 ， 一 般 地 , 设 丁 , 醒 ;…; 出 是 已 从 No 中 取出 的 被 此 互 不 相交 的 
切 区 间 , 如 果 of z- Ua)=0% 则 引 理 得 证 . 如果 m*( E— 
kel 


LU )#0, S Fa= Ud, Gn= 0,6) —F, 
土 =1 虑 三 1 


on 一 Supfmdja 是 .fo 中 含 于 5, 的 闭 区 间 }. 
则 G, 为 开 集 , 且 wo>0。 在 As 中 取 diCG， 使 mgsei>> 本 au 


如 上 述 竹 续 至 有 限 同 而 止 , 则 引 理 已 经 得 证 ,否则 ， 就 得 到 一 
列 瑟 不 相交 的 团 区 间 ; A 
* JP2: 


后 


Lh 


钢 证 : m( 五 一 U 1) =.0, 


对 于 每 个 五 , 作 闭 区 间 六 二 号 ,使 六 与 2 有 相同 的 中 心 , 鼎 
Ds 一 5mass 峡 于 了 md 才 mA=5 一 4 豆 级 数 之 jmDs 收 化 ， 因 


此 , 只 要 能 证 明 ,Y 自然 数 i, 有 
g— {jacU Dp, 
志 三 1 二 一 让 
从 而 ws( 8 一 目击)<SimD,>0(i->o0)， 引 更 就 得 证 
而 一 1 [| 


为 此 ， 任 取 xzEB 一 |] es y 自然 数 i 有 xzE04, 因 G4 为 开 集 ， 


项 .可 中 有 一 个 &CG 使 zxEz 对 于 这 个 中 天 邓 式 
de, 
不 可 能 对 一 切 自然 数 % 成 立 , 因为 不 然 将 有 maas<2m+1， 注 
总 到 tt>0ta->oo), 有 有 8 一 0， 这 样 如 将 不 是 正 长 底 的 区 疗 ， 
故 确 有 自然 数 1, 使 关系 式 《Ce 不 成 立 , 即 有 自然 数 使 卫 门 Fa 
天 训 。 设 满足 此 式 的 最 小 自然 数 为 ao。 由 于 人 站 天 一 和 世 ， 收 和 一 
ti 据 ao 的 定 光 知 
dN Fro 1= CF 

于 是 有 

1? 因 B#ENF, = aN (Fy Ud) = (ON Fo-) U (aN 
zy 有 人 天 多 

2” 因 人 dCG,1y 功 有 dQ 二 2mdy oe 
由 此 二 事实 即 知 与 8, 有 公共 点 , 且 刀 的 长 度 不 超过 出 ,长度 的 
瑞 售 ， 故 不 论 世 的 位 置 如 何 ， 有 dD 杂 然 &m> 刘 更 有 EC 

" J33« 


UU Ds 从 而 ze Ds 故 有 -本 到 c 盯 记 证 毕 ， 
E=+ =i 上 名 二 1 尺 三 六 


在 应 用 上 ,有 时 也 将 引 理 .5,5 写成 下 面 的 形式 : 

推论 5.5.6 禄 首 C 有 Ri 六 有 界 集 在 依 Vitali 意义 要 六 了 了， 
则 ¥e>0, 可 由 fi 中 选 出 有 限 个 互 不 相交 的 闭 区 间 A ta, "sy Rns. 
使 


ma 吾 一 | di <e. 
EK=1 


证 明 据 引 理 5.5.5, 可 从 .小 中 选 出 有 限 个 或 可 数 个 互 不 相 
驳 的 于 区 困 1 ka 机 刁 
m( E— UJ 6 )=0. 
如果 区 闻 个 数 有 限 , 则 推论 已 得 证 ;否则 ,Ye>0, 取 j=n(e)jEN， 
使 > mide 刚 dy oa, + A 适合 本 推论 的 要 求 ; 


天 二 人 十 工 


ml zs—U < 人 z-U zj 二 n( U 4)<e 证 毕 ， 


引 理 5.5.7 设 所 xz) 为 Ca,58] 上 的 严 增 沪 数 , 令 克 为 Le 2] 中 
这 样 的 点 * 所 成 之 集 : 存在 一 个 列 导数 DfCLY) 志 p?，? 为 一 个 非 负 
带 数 , 则 

mf(B) < pm" E, 

这 里 f() 家 示 吾 的 盘 集 tj(7)|z 人 如 . 

证 明 Ye> 路 取 开 全 G 忆 品 使 辣 G-<orp#+ 百 十 e。 

任 到 常数 Po>p 及 YioeE， 则 由 列 导 数 的 定 父 知 ， 有 站 一 人 
《六 天 0 Xo 十 六, 全 [9,51), 使 

liml (ty —f (Yo) 


[1 -4 


=Df(x0) pL po 


* I84， 


妆 大 之 总 时 , 记 

ds CF0) = [Fos Kot ha 和 (20) 一 [f(xo), fro Rn) 1] 
当 后 之 0 时, 记 

ds ro) = Lrot ha wo) An(wo) = [frot Rs) F(x0) 
出 于 入 7) 为 严 增 函 数 , 袁 m(As(z0)) 守 0, 年 fLad Cro) CA 
肢 然 mm(dn(20)) >0n>00)}， 且 如 为 下 集 ,上 必 对 一 团 充 分 大 的 地 
恒 有 

d(x0) EG, 了 (ozn 十 二 — f(z0) < po. 


必要 时 可 以 从 {和 } 中 去 掉 有 限 个 不 论 ， 因 而 不 妨 设 对 一 切 EN， 
上 述 二 关系 式 同 时 成 立 ， 于 是 有 

mA TD)) < pom (do (Xo)), 
册 此 可 见 , nw(As(z0)) 一 0(n->00)。 故 团 区 间 集 {An(7)|YEB, z= 
1, 2… 小 依 Vitali 意义 轿 舍 拓 助 。 据 引 理 5. 5. 5， 存 在 互 不 相交 
的 闭 区 间 列 {As,(z0)}, 使 


m( (EB)— U As )=°. 


从 而 有 
mf (BE ST mA ls) <p Soma si)) =pom( J ds ). 


因为 zzD)CG, 故 


m* feB) pom < po tm* B+ e). 
邻 一 0 po 下 Pp, 得 mm* 了 (ZB)<pm* 吾 证 比 . 
5| 理 5. 5.8 设 了 (*?) 为 [0,58] 上 的 严 增 沙 数 , 令 表示 [a4,5] 
中 这 样 的 点 x 所 成 之 集 : 存在 一 个 列 导 数 DT (z) 疡 2，9 三 0 为 常 
数 , 则 本 ”刻本 ) 之 9 五， 
证 明 Ye 半 0, 存 在 有 界 开 全 8 汪 f( 四 ,使 mG<m*f 了 (EB) 十 8. 
* 18ST» 


-rm 


记 S= {zo0[xoEB, 了 了 (2) 在 xo 点 连续 }。， 风 省 -S 至 多 是 一 个 可 数 集 ， 
当 4=0 时 ， 定 理 显 然 成 立 ， 布 姑 设 30， 人 长 取 goc to 的 及 
YES, 则 出 到 避 数 的 定 交 知 , 有 一 0 隆 0,30 十 加 L495])， 使 


lim Th HY pfs0) 9>g. 
当 所 汪 0 时 , 记 

dn Cro) =[x0s Tot Ra Ar 《立轴 一 了 (TO ,ro Ba) |， 
当 之 0 时 , 记 

da (x0) 一 Lo hs To | Dn CXo) =[f xo -hn) sf xp) 

二 潜 xoES, Rolimf (ro A,) 二 了 (zoD)EG。， 因 此， 当 % 充分 大 以 . 

后 , 恒 有 
A, (x) EO, Tt hy) fe) > 
不 妨 设 对 一 切 自然 数 x, 上述 二 关系 式 同时 成 站， 于 是 有 
MACE) ) > om {ds (FX0)). 

出 于 闭 区 问 集 {dn (2) rzEgSa 一 1 2 小 依 Vita 意义 可 竣 广 所: 
以 ,可 从 中 选 出 杞 不 相交 的 闭 区 间 列 {5,《xi)}, 使 


m5 一 U ds, (¥)) =0. 
由 (区 严 增 知 请 Aw (x) 也 互 不 相交 ,并且 [j Au(z)CG. 又 因为 
BB -8) UCS— (d,s)) U( U dn C71) ), 
改 mB BD md Co)) < 让 于 wu) 


1 1 1 nsf(E 
= 记 m(U An, Ci) m0 < Gn*fCB) Fe) 


念 一 0 gog9(9>0) ,得 
» 186* 


m6) 守 q9m*， 证 毕 , 

定理 5. 5. 8(Lebesgue 定理 ) 设 了 (2) 是 [4a,5] 上 的 单调 洲 
数 , 则 f(x) 在 [4,5] 上 几乎 处 处 存 次 有 限 导数 . 

证 明 ”不妨 设 了 (x?) 是 [a,5] 上 的 单调 不 减 消 数 { 因 当 了) 在 
[Fa 上 单调 不 增 时 ， 考 虚 一 (2) 就 可 以 了 )， 证 明 分 钱 下 两 步 ， 
进行 : 

1” 证 明 夫妇 在 La 5 上 的 有 限 或 无 穷 大 导数 儿 平 处 处 人 存在. 

设 g (2 二 了 2) 十 x; 则 gC2) 是 La,8] 上 的 严 增 消 数 , 且 9 (2) 与: 
了 ( 习 ;在 La 了 j 上 的 可 微 性 相同 ， 实 际 上 ,在 有 列 导 数 存在 的 点 * 有 
Dg(?) 二 Df(#) 十 I， 因 此 ,只 要 就 了 C2) 在 La,8j 上 是 严 增 的 捕 形 证 . 
有 明定 理 即 可 . 

设 冯 为 使 了 (x) 不 存在 的 点 所 成 之 集 ,于 是 对 是 中 任 一 点 x 
有 相 异 列 导 数 DFCx0) 和 和 Daf (zx0)，, 不妨 设 Dif (20) 达 Dsf (zo) ,于 
是 存在 两 个 正 有 至 数 8,8(8 二 和 ) ,适合 

Dfiro) pI Df (ro). 


仿 Bs 表示 满足 上 述 关系 式 的 一 切 点 so 所 成 之 集 , 显然 = 
Es,s; 这 里 求 和 记号 对 一 切 3<<g 的 正 有 理 数 偶 (2, 分 而 言 .车 
六 ,于 


能 证 明 每 个 吾 se 为 零 测 度 集 , 则 因 可 数 个 零 测 度 集 之 并 仍 为 零 测 
度 集 , 故 有 ?m8 二 0. 由 引 理 5 5.7 和 3 引 理 8, 5, 8, 可 立 得 
gm* Ep a Em {Epo) pm Ep,e. 

由 于 49 汪 P,- 帮 有 mBp,s 二 0. . 

2” 证 明 如 = {zx|xE[a; 5 了 (CW) 一 十 00} 是 零 油 度 集 ， 

与 1° 一 样 , 具 娶 以 了 (2) 为 [6,9] 上 严 增 晴 数 的 情形 来 证 ?nm 
一 0 那 可 . 由 于 YzEB 及 每 个 自然 数 1, 有 DfCLT) 守 z, 据 3 引 | 归 5, 5,8,. 
有 . 

mE am Eo, 


" THrF 


中 m*f (Eo) Fb) fo), 
故 m+ 有 Bo 二 (5) 一 0) 了 , 令 aco 得 贡 可 = 人 

综合 1°,2° 两 步 的 结果 知 ,定理 成 立 ， 证 毕 , 

由 定理 5. 5. 2 和 定理 5.5. 9 可 立 得 如 下 结果 : 

推论 5.5. 10 设 fEV[a,5]， 则 了 (x) 在 [9,5] 上 几乎 处 处 容 
-在 有 限 导数 . 

定理 5.5.11(Fubini 定理 ) 设 有 () ,a(),…, 所 (2),… 者 


是 [a,5J 上 的 单调 不 减 函 数 , 且 f(z) 二) f(z) (YxELa,5J)， 则 


f= Sf (x)a,e, FLa, 5b]. 


证 明 不 妨 设 天 (0) 二 0C4 二 1,2,…) ,否则 只 要 讨论 人 (2) 一 
和 (四 } 就 可 以 了 , 令 s(7) 二 7f4C2), 则 ss(z) ,Fa 都 是 [cj6] 上 
的 单调 不 减 函 数 ,因此 , 存在 CCe,5]，m 一 0, 使 在 [a，5] 一刀 
上 ,导数 形 (2); 彤 (2)，…; 凡 (2)，…s 了 (7) 都 处 处 存在 且 有 限 ， 由 
于 ss C7) 一 sm_((2) 一 fz) (规定 5(2) 三 0)，f(2) 一 se(z) 都 是 
fa,5] 上 的 单调 不 减 函数 , 所 以 , 当 xzE[6,8] 一 召 时 ,有 
(as(z) 一 sz) 0, (f(z)— ss2))' 0. 
期 当 xzEra, 的 一 下 时 ,有 8 _ 1) 革 s4(T) 坟 (2), 于 是 YzELa,b] 
一 ,极限 lims(z) 存 在 且 有 限 , 丈 必 (2) 一 Jims)(z) 在 Fe, 
一 上 处 处 收 化， 如 能 证 朋 存 在 {sh《z)} 的 一 个 子 列 {s;.(z)}， 使 
-51 (2z) 一 f(z) 于 [qs 6], 定理 就 得 证 ， 
由 于 limmss(5) 一 了 (5) ,所 以 ,对 每 个 自然 数 名 总 有 自然 数 nr 


- 梧 隐 ) 一 sm.(5) < 部 ， 叉 因为 f(z) 一 sa,(7) 也 是 x 的 单调 不 减 函 


了 


类, f(D 一 5,, (0) =0. 地 以 
< (fT) — sn)) SE 于 Us) < 站 . 


这 说 明 3 {fF) 一 swtZ 沙 也 是 由 单调 不 减 国 数 (f(2) 一 54.(2)) 


hl 


所 构成 的 政 敛 级 数 ,根据 前 面 已 经 证 明 的 囊 实 , 便 得 
>， (fr) 一 Soif 2 放 ) co AC: 于 [2， a1. 
散 ss Cz)a.e, 产 (z) 于 [8 证 毕 . 
注 1 当 志 (Zz)(n 二 1,2,…) 都 是 关于 s 在 Lo, 上 的 单调 不 增 ， 
苏 数 时 ， 定理 也 成 立 . 


注 2 将 条 你 了 (7)fEE6s 上 处 处 收 合 狂 弱 为 在 端点 


和 5 处 避让 Co 和 如 "(6) 收 全 ,定理 仍 成 立 


= 


定理 5.5.12 设 Az) 是 [54,5] 上 的 单调 不 减 函 数 , 则 了 CX)E 
Le pb, 是 


| prydrf 6) —f(o). 《5. 5. 2}. 
证 明 设 在 (3，5+1] 上 f(#) = 了 (5)， 对 任意 自然 数 %, 令 
1 
天 二 十 一 一 大 区 
则 (在 Ca,58] 上 不仅 Lebesgue 可 积 而 且 Riemann 可 积 ,. 
ntti) 祈 0， 由 于 
lim| PC ia | (A + ) -fC )a| 


电 T8989 王 “ 


-mm roa-(f rom ro 


=limn| “sa f(a < 6)— f(a). 


-四 Fateu 3 引 理 得 到 
人 CD 一 [impn(t) < lim| pela 


箱 叶 各 直 和 


Sf) f(D + oo 证 毕 . 
注 定理 5.5.12 中 的 不 等 式 (5. 5. 2)， 不 能 把 “ 委 "号 改 成 
= " 寻 ， 下面 的 例 6 说 明 ， 即 使 fz) 是 [La,8] 上 的 连续 单调 不 减 
: 精 数 ,也 不 能 保证 (5, 5, 2) 式 成 为 等 式 ， 
例 6 利用 Cantor 三 分 集 Ps 作 [0,11 上 的 歇 数 全 2); 
1” 在 开 集 Go=[0,1j 一 Po 的 各 扳 成 区 间 上 规定 以 +) 的 值 


在 (雪子 ) 上 9z) 取 广 ,在 《- 革 ,于 入 《 李 , 吾 ) 上 8(z) 分 别 
2 
3、 和 着 , 癌 . 一 役 地 ,对 任意 自然 数 由 在 


已 ) 了 3 他 于) "(> ) 
In 中 驴 ?和 1 7 » 3 » 3 


上 xz 分 别 取 


1 3 5 .2 一 ! 
Dns Dn? DR? 2 5 
2 规定 : #00) =0, (1)=1. 当 xE 刀 一 40,1} 时 ， dF )= 
SUP OC | EEC £2}. 
所 作 清 数 歼 z) 称 为 Cantor 国 数 . 


# 390 。， 


显然 多 TD) 在 [0,1] 寺 单调 不 减 。 再 证 乓 7 在 [0,1] 上 连续 : 
假若 内 ?) 在 zoS[0,1] 上 不 连续 , 则 开 区 间 (8 (50 一 0)， (xo 十 > 
非 罕 ,此 了 区 间 中 的 每 个 数 都 不 属于 所 +》 的 值 域 ， 这 与 4(G0) 一 
L0, 1 的 事实 相 韦 盾 ， 

当 zsGe 时 ， 显 然 引 (cz) 一 0 故 晶 (2) 一 0ae 于 [0,1， 从 本 


| oz)az=0<1=9( — 8(0), 
-0 


推论 5.5.13 革 JeVia,5j, 则 (DELLa,5j. 


5. 5.3 Lebesgue 不 定 积分 与 绝对 连续 函数 
定义 5.5.4 设 ja8,C 是 任 一 常数 , 我 们 把 Fe 妇 上 的 : 
函数 
F(z)= | (Vat CO, rELa, b) 


rmi Te Nr ee oer Tr he 


下 面 我 们 探讨 一 个 蚁 数 能 够 写 成 某 个 Lebesgue 可 积 联 数 的 : 
不 定 积分 的 条 件 ， 

设 fELLa,8], 并 和 且 

Fl)=| FOO (rECa, 5)) 
是 了 (7Y) 的 尾 一 不 定 积 分 , 由 于 | 认 z)1 在 [ea 8] 上 具 积 分 之 绝对 连 、 
续 性 ,所 以 Ye>0 38>0, 使 当 eCFa, 四 ,me<<6 时 , 恒 有 
| | f(z) | dre. 

因此 , 对 fo 5 中 任意 有 限 个 互 不 相交 的 开 区 间 (6i, B61)，1i 一 1,2,. 
"* sn, 当 m( U Ca 50)) 一 >， {Pi 一 在 < 时 ， 
S11F(6) Fa)| 3 ELL < | [LEFCED 1 


[| t=l t= 
s 全 了 + 


=| 0 lf (0 aie. 


由 此 可 见 , 能 够 写成 某 个 Lebesgue 可 积 函 数 的 不 定 积分 的 函 
数 了 F(Z), 它 要 具有 比 普 通 连 续 性 更 强 的 连 综 性 ， 将 这 种 连续 性 摘 
提出 来 ,5[ 和 人 如 下 定 艾 : 

定义 5.5.5 设 亚 (7Y)》 是 [ 硬 5] 上 的 有 限 疗 数 ， 如 末 Ye 一 0， 
35>>0, 使 对 Ce, 站 中 的 任意 有 限 个 互 不 各 诡 的 天 区 间 (4i,5i), i 二 


1, 2,'*', 风 ， 当 > (bi;— 4) < 时 ,有 


t=1 


DIFG)— Pa) le. 


t=1 


Th TN Tr rr 


由 以 上 讨论 可 知 ,车 了 ELfa,5]， 则 六 7) 的 Lebesgue 不 定 积 
分 是 [4,8] 上 的 绝对 连续 咀 数 . 

由 定义 5.5.5 汪 可 以 看 四 ,车 (Zz) 在 La,8J 上 绝对 连续 , 则 必 
然 一 致 连续 , 从 而 在 [4,5] 上 有 界 。 介 [4,58] 上 的 一 至 连续 畏 数 到 
不 一 定 在 [a,b8] 上 绝对 连续 ( 妮 本 节 例 3)， 

例 7 设 扩 zx) 在 [9,8] 上 满足 Lipschitz 条 件 ， 则 二 z) 于 
[6,81 上 的 绝对 连续 畦 数 . 

证 明 ”由 题 设 知 , 存在 常数 工 >0, 使 当 ,zsSE[La,8j 时 ,有 

fr) — f(r) | SL]71— Yl. 
Ye>0 取 3= 产 ,对 [mw 的 中 任意 有 限 个 互 不 相交 的 开 区 间 《(oi 
让) , 当 > Di 一 90) 过 9 时， 
SH fla) | RL 2 一) < 大 一 证 毕 , 


定理 5. 5.14 绝对 连续 函数 具有 如 下 性 质 : 


J92+. 


1” 车 Kz),9(z) 孝 是 [ay 上 的 绝对 连续 函数 ,ac,B 是 两 个 
常数 ， 则 af《z) 十 B9(z)、f(z)-9(2), 玉 29(9(z) 汪 0) 也 都 是 [a, 53 
上 的 绝对 连续 滞 数 ， 

2” 车 f(z) 是 [a,5] 上 的 绝对 连续 函数 , 则 JEV[w 区 ]. 

证 明 1° 的 证 明 留 为 习题, 下面 我 们 证 明 2": 

取 。 一 1, 由 题 设 知 避 有 3>>0, 使 对 [a, 杂 中 的 任 党 有 限 个 互 不 
相爱 的 开 区 闻 {(9.,5.)}， 当 > (65; 一 6) 之 8 时 ,有 


Df < 


得 到 分 点 组 

0= TT Ey 二, 
对 [zi -1 区] 土 尾 何 一 组 分 点 Pi: zi 二 0 之 3 之 之 二 由于- 
3 《zi 一 zj 一 站 一 -< 所 以 


1 


YF, PI= Sf sD f(a) |< 


EF 了 一 
从 而 六 (EL 履 V CD EV V Wn, 即 fFEVLa, 5]. 
证 毕 . 

推论 多 5.15 若 f(z) 是 [a,51 上 的 绝对 连续 函数 ， 则 fz) 在 
[ea,5] 上 开平 处 处 存在 有 限 导 数 , 且 f' (x2)ELCa, 的 . 


5.5.4 Lebesgue 不 定 积分 与 微分 的 关系 


在 数学 分 析 中 ,关于 Riemann 积分 有 如 下 两 个 结论 : 
1” 车 (rz) 在 [a, 站 上 具有 Riemann 可 积 的 导 函 数 , 则 
» 193 


er se ee EE ee ee 


(B)| F' Cdt= Cr 一 Pag) (Era 的)。 《5.5.3) 
2。 落 1(z) 是 [4,5] 上 的 连续 函数 , 则 
四 人 Da+c |=Ka GeeLe,dD. (5.5.4) 


下 请 我 们 对 于 Lebessgue 积分 米 建 立 相 应 干 1",2" 的 定理 . 
定理 3.5.16 和 敬 久 x) 在 [a,85] 上 绝对 连续 , 则 F(x)EzLLa,5], 
. 且 Yr 人 ELa, 2], 有 
| FOE FP(2)— F(a), C5, 5. 5) 


((5. 5. 85} 名 Lebesgue 积分 的 Newton-Leibniz 公式 ) 

证 明 据 推 论 5. 5, 15, 了 '(z)SLLa,58j， 剩 下 的 问题 是 要 证 朋 
(5. 5. 5) 式 成 立 . 

在 (8,8 十 1 上 神 况 定 闵 本 XD 的 值 为 常数 证 (58), 则 (CZ) 便 成 
为 [9,5 十 414. 上 的 绝对 连续 阴 数 ， 相 应 于 每 个 自然 数 #， 作 [La,8j 上 
的 国 数 


1 

充 

王 然 gs(z) 在 [ao 5B] 上 过 续 ,从 而 a(x) 在 [6,5] 上 不 仅 Lebesgue 
可 积 ,而且 Riemann 可 积 . 又 因为 ps(z) 2 信 B(z) 于 [as 的 ， 所 以 
吉 果 明 证 明 [站 一 1, 2 “…) 的 积分 县 有 等 度 绝 对 连续 性 ， 据 
Vitali 逐 项 积分 定理 ,就 有 


jr asses (7 je 


十 。 


-aa 人 F(a | PO) a | 


Ld 


= 1I94. 


mh 


rl sl 
= ]im np 加 "pp 
lm (ta | Ctyat | 
~ F(X) Fa), 
因此 ,问题 当 结 为 证 明 gn (C2)(x== 1,2, 下 0) 的 积分 县 有 条 度 绝对 六 
绥 性 ,期 要 证 明 Ye 计 0,368 汪 0, 合 得当 4CEa,8 4< 0 时 ,有 
| eer)ds 
分 以 下 三 步 进 行 和 证 明 : 
1? 当 ACTLa,8] 为 开 集 时 ,不 妨 设 4 可 以 月 为 可 数 个 互 不 相 


a (RT1,2,.), 


交 的 开 区 闻 :之 并 [了 ,其 中 = Ca) 二 1,2,*…) 为 4 的 构 
1+=1 
成 区 间 。 对 任 准 给 定 的 自然 数 ? 及 每 个 自然 数 了 
5 ., Plzrt— |— F(z) 
| ， yalz)as= | rrr) 7 
| : 


i=1" or 


dr 
1 


+ 


-as 全 po { "F(z Yd | z 


并 


# 二 
= 2 | LPOG te) Pa) ds 
f= 二 和 


1 


二 上 
一 WA — F(artr) az. 


“t=1 


二 F(x) 在 [a,8 十 1] 上 绝对 连续 ,于 是 Ye>>0 36>0, 使 对 [4,5 十 


切中 的 任意 有 限 个 互 不 相交 的 开 区 间 {(eb 8D)}), 当 By (di~ 9 


< 时 ,有 


信 ， JF (Odi) 一 下 (Ci | < B， 


* T9535 * 


从 而 当 m4= 3 C5 一 01) <6 时 ,YE | 0， | 


了 
t= WW 


有 


> 二 2) 一 (而 十 办 二 之 (下 一 Ga 6, 


下 关上 | 


邯 对 第 个 自然 数 如 有 


DUIFOTE) Pate) le 


i=1 
所 以 


cn 『 | SFCb, 412) Fatr)] dre. 
0 | 


f 于 


E 和 d 
i, gs(z)ds 
由 于 

x Vi (pa) paz)! CrELa, DE=1,2,°"),. 


lim% U 了 Cr PAT) = AATIPAT), 
据 Lebesgue 控制 收 和 化 定理 ， 


lim! | :para 
LU 2 
上 = 


本 中 中 | 


=lin|| x ba (z)ow(z)az 


=|{ xpsz) 本 < 


=|| gz) 


故 | sz?az| <。 (n=1,2,.). 


2。 当 4ACEa,5] 为 0, 型 集 ,m4<8 时 , 设 4= 门 guG 为 开 


站 天 


和 集 , 且 [ae,5_ 了 GOGO OOO， 由 十 lim ?i 二 从 有 站 之 5， 所 以 
当 ;i 讽 分 天 以 后 ,有 和 Gi<G 和 1° 同 理 , 据 Lebesgue 控制 收 伏 . 


* J96* 


上 | wsCz)az |= | xzyps(z)az | 


| 生 
一 | limXo Cr) Pare) 


T 产业 


一 lim | Xe (x)p, (x dr 
| 
[| 
一 lim|| en(z)az | se 
1 地 = ai 
(R=1,2,'"*), 


3” 当 4CLa,8] 为 任 疙 可 测 集 ,m4<58 时 , 据 定理 3.2.6, 有 
,型 集 B 坟 4, 使 mB 二 md, 从 而 mr(B 一 4) 一 0, 于 是 


| 人 ee)ael= || alr)as +| uz)ds 


=- 贞 一 


=|| PL) | ee (2 一 1 2 …), 证 毕 ， 


推论 5.5.17 F(z) 在 La,p] 上 绝对 连续 所 存在 长 工 c 0， 
售 


F(z)=| fdt+0, xEFa,b]. 
定理 5. 5.18 设 帮 ZE[c, 0, 则 函数 
F(z)=| 7(D2 上 CCC 为 常数 ,2ELa,5 
:在 La, 站 上 几乎 处 处 存在 有 限 导 激 , 且 (3)~ 有 (x) 于 [9,8] 
证 明 ” 据 推 论 5. 5.137 和 推论 5.5.15, F(z) 在 La,，5」 上 绝 


对 连续 , 从 而 了 C(x) 在 [a, 5] 土 几乎 处 处 存在 有 限 导 数 ， 朋 F'(z)E 
记 [q,5], 氛 以 (Cz) 一 f(z)ELLa,5]， 据 定理 5, 5. 16, YxEfa, 8]， 
有 

[Mo 


» jo » 


-1 
ht bs EP “eee hte ht rr LE ~ 


一 已 一 四 (9) 一 下 (人 一 站 (0 一 属 ， 
再 由 习题 5 2 的 第 4 题 知 ,六 (7 下 Xz) 于 [ay2。 证 毕 ， 
通过 上 面 的 讨论 可 以 看 出 : 利用 Lebesgue 积分 这 一 工具 ,把 : 
数学 分 析 中 原状 数 ,不 定 积分 、Newton-Leibniz 公式 之 间 相 互 关 
柔 的 讨论 深入 了 一 大 步 . 


5. 5.5 Lebesgue 积分 的 分 部 积分 公式 和 换 元 积分 公式 


定理 5. 5.19 设 P(z) 在 [4,51 上 绝对 连续 ,9EL[a,5], G(72) 
是 9(z) 的 Lebesgue 不 定 积分 , 则 


| PCz)e(Gz)az= PCz)G(2) “ [PCz)G(z)az。 


证 明 因为 F(z),GC2) 都 在 Ca,5] 上 绝对 连续 ,从 而 它们 都 在 
[a,b513 上 有 界 , 即 存在 常数 玉 守 0，L>0， 使 对 一 切 xSfa,8J， 有 
[FOYT | G2) | 由 于 

[FCrygCr) | MI gr) Mig(z) I ELLa, b] 
IFOYG) ELI FC), LIF'Cz) | ELLa, 6], 
所 以 ， F(zor)ELLa, bl, FCrIGT)E La, 8], 
从 而 Fz)IGCr) + F(T)g( 2 ELLa, DT . 
仿 HF 二 Tz)GCz), 则 (2) 在 La,8J] 上 绝对 连续 , 且 HH'(7)= 
FC) + F(Z)IGCA)a ee: 于 [4,5]， 据 定理 5.5.16 


站 PCz)GCCz)lz 二 | PCr)gls)dz= Hb) —H(a) 
一 PCzyGCzD | 
| 


故人 PCz)g(z)az=FCz)G(z) 


* 定 理 5. 5. 20 设 F(z)? 是 [ap 上 的 Lebesgue 可 积 范 数 ， 
49( 昌 是 [ae, 8] 上 严格 增加 的 绝对 连续 函数 ,并 且 e 一 Po) 二 p86)， 


站 JF * 


人 到 (z)G(z)ex 证 毕 . 


则 
| Far= | fi) Ip'G) at. 
证 明 留 为 习题 


习 症 85 
1。 证 朋 定 于 5.5.1 的 1°,3*,4" 及 定理 5.5.14 的 1". 
sgin 上 ws 
4， 证 明 ro 二 5 种 [一 1 1 上 处 处 可 向， 但 Po 不 绝 
站 攻 一 人 
对 连续 ， 


3， 设 FEVie 的 ， 黄 三 EV Dp Dl ‘©. [a, Bb1. 


条 设 庆 的 在 [9， 六 上 这 续 ， | f(x) 在 [Las 5 上 绝对 连续 人 | fo 在 
Fo 世上 绝对 和 连续， 

5 讽 8f2) 是 [9,561] 上 的 绝对 连续 装 数 , 且 C2) 一 0 3 天 
天 ft 三 带 数 . 

§。 设 丰 瑟 [后 5 则 有 号 于 Te 妇 ， 坟 好 一 0 使 当 zoE[81 - 吾 时 ; 丰 


1 一 f (zo) [dx ==0, 


1 ro 
I 
lm 


其中 ,下 2320 下 2 站， 并 及 =| oo 


血 
7， 设 《ew) 在 [a,5] 上 绝对 连 绪 , 则 入 (==[ PCD1e 


3， 证 明 ; Fo 在 Fa， 拉 上 风 对 思 续 名 W (Ff) 在 [a, 5 上 绝对 韦 续 . 
] 
半 号 。 证 明 害 如 5,5. 20， 


“$5.6 一 般 测度 空间 (X, ,1} 上 可 测 函 数 的 积分 


关于 一 般 测 度 空 间 ( 了 , 池 ,H) 上 可 寞 靖 数 的 积分 , 其 建立 的 晤 
序 和 Lebesgue 积分 是 类 似 的 ， 也 是 先 建 立交 于 多 的 非 负 简单 级 
=" TO p 


数 的 积分 , 理 建 立 关 于 多 的 非 负 可 测 末 数 的 积分 ,然后 建立 关于 2 
的 一 般 可 测 靖 数 的 积分 ， 

定义 5.6.1 设 ( 革 ,9,4) 是 一 测度 空间 , 下 2 ,Ptkz) 是 吾 上 
关于 空 的 非 负 简单 兰 数 ,2(2) 的 标准 初等 分 解 为 


的 (和 一 Soa(z), ras 


= 


Ler mi rar 


分 , 记 作 | 2(z)z 或 | wdn， 当 此 积分 为 有 限 数 时 , 称 p(z) 在 台 
上 甘于 测度 点 可 职 ， 


把 林 这 35.1 定 交 5.12 和 定义 5.1.3 的 表述 在 测度 罕 浊 
( 玉 ,5P ,二 ) 的 意 久 下 来 解释 (积分 号 中 的 Bx 区 为 44), 便 得 到 关于 
的 { 非 负 ,一 般 ) 可 测 函 数 f(z) 在 囊 . 上 关于 测 庶 上 & 的 积分 及 关 十 
测度 上 可 积 的 定 光 ， 

设 ( 了 ,多 , 4) 是 0- 有 限 的 完全 测度 空间 ， 此 时 ， 本 章 8 5. 1， 
§ 5.3 所 述 的 积分 诸 性 质 都 可 以 推广 到 上 述 ( 蔷 ,号 ,4) 意 关 下 的 
积分 中 来 ， 一 般 只 须 把 原形 述 ( 包 揪 证明 ) 中 的 gz 改 为 gr 并 在 
( 斑 , ,HH) 的 音义 下 来 解释 即 可 ,关于 本 章 85. 4 的 Fubini 定理 也 
可 以 推广 到 两 个 全 ec- 有 限 的 完全 测度 空间 的 屁 积 测度 空间 中 来 


*$ 5.7 Lebesgue—Stielties 积分 


由 于 一 般 分 析 数 学 ， 数 学 物理 和 概率 论 锥 课程 中 常用 的 积分 
履 Lebesgue 积分 外 ， 还 有 4 维 欧 几 里 得 空间 上 关于 Lebesgue- 
Stieltjes 测度 的 积分 , 特别 是 直线 及 : 上 关于 Lebesgyue-Stieltjes 
测度 的 积分 , 对 此 再 作 一 些 简单 介绍 . 

设 9 是 R! 上 单调 不 减 的 右 连 续 沙 数 ( 又 称 为 及: 上 分 布 ), 模 


< 200 * 


i 


要 $3.3 从 11 和 俐 16, 我 们 就 得 到 Lebesgue-Stielties 可 测 集 , 即 
?可 测 集 ， 用 如 ? 表示 9*- 可 测 集 金 体 ,局 ! 上 的 济 座 9* 仍 记 为 9， 
饮 样 就 得 到 一 个 完全 测度 空间 { 民 ', 人 1,y)， 称 它 为 (1 维 ) Lebes- 
ue-Stieltjes 独 度 空间 .5 显然 是 全 cc- 有 限 的 ， 而 且 史 ?一季 ( 腿 : 
上 Borel 集 全 体 )，, 其 中 四 种 类 型 的 区 间 的 测度 是 ; 
gta, b=) —9{0); 
O06) =—y(b—0) —y (a); 
gLab)) =9(0—0) -g(a—0); 
g(a) = —y(9—0. 
由 于 这 (人 @1) = 和 他 | 是 找 数 ,根据 定理 3. 3. 12， 对 每 个 KES21， 
必 有 4, BE 禾 ,, 使 得 4 乙 上 8 二 B, 及 
gtA—E)=9(E—B)=0. 
而 且 可 以 证 其 EISYe>0, 必 有 开 集 口 及 亲 集 了 ,使 得 0 一 E 客 
有 gt0O 一 了 <e， 和 如果 5550, 是 是 上 关于 区 ?的 可 测 铺 数 , 按 
§ 5. 6 方式 建立 关于 测度 8 的 积分 , 通常 称 为 Lebesgue-Stieltjes 
积分 ,简称 为 L-S 积 分 , 记 伯 | ,jag， 当 了 是 区 闻 [a, 妇 时 ， 又 常 记 


作 | 7ag、 当 9 注 足 lim g(z)=0， lim 9g(z)=1, 即 9(RD = 工时 ， 
CR: 22r，g) 就 是 一 种 疆 率 测 诬 空 间 ,在 这 种 空间 上 的 工 -S 积分 是 
概 来 论 由 最 基本 的 工具 之 一 . 

由 于 工 -8 宙 度 是 一 般 测 度 的 转 殊 情形 ， 所 以 一 般 测 度 空间 上 
可 测 函 数 的 积分 的 性 质 及 还 项 积分 定理 基本 上 都 可 以 搬 汉 L-S 
积分 中 来 
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附录 5.8 Riemann-Stielties 积分 


Riemann-Stieitjes 积分 是 Riemanna 积分 的 推广 ,在 本 书社 
汞 分 析 部 分 证 明 CLe, 3 上 连续 线性 花 转 的 表示 定理 [及 issz 定 理 ) 
时 要 用 这 种 积分 ， 所 以 我 们 在 这 里 将 此 税 分 的 有 关 定 尽 和 基本 性 
质 列 出 ,以 符 查 考 , 但 不 给 证 明 ， 

定义 .8.1 设 了 ,9 是 [a,5- 上 的 两 个 有 限 实 值 阔 数 ,在 [54,8 
上 任 取 一 个 分 局 组 

{Oo 

作 和 式 


Sf gros Ka) = Df ED gr) gr)), (5. 8. 1) 


其 中 51ELzi-iy Fj. 记 A=max(zs— ri-1). 如 时 存在 实数 4， 使 得 
lims (jy ， FT ”3 Xn) =A4, (5. 8. 2) 


站 f(z)ag(z) 或 4= | fag 称 | fdg 为 1 关于 g 在 [a,5] 上 的 
Riemann-Sticltjes 积分 , 

显然 , 当 yz 二 zw 有 时，Riemann-Stieltjes 积分 就 是 Riemann 
积分 ， 

六 了 书写 方 恒 , 以 下 将 "Riemann-Stieltjes 可 积 ” “Riemann- 
Stieltjes 积分 "简写 作 (及 ~3) 可 积 "、“(R-S) 积 分 

当然 ，(R-S) 积分 也 可 以 推广 到 复 值 函数 或 及 中 无 限 区 闻 
(其 意 六 见 定义 2.1.5 的 注 2) 的 情形 . 

定理 5.8.1 (R-S) 积分 有 如 下 性 质 {( 这 里 只 列 出 区 间 [e, 计 
了 过。 


下 的 情形 ); 

1) 假定 *, 既是 了 又 是 9 的 不 连续 点 , 则 fg 的 (R-S) 积 分 
不 存在 . 

2) ”如 果 ff 关于 9 在 [4,5] 上 都 是 (R-S) 可 积 的 ， 则 f.、 
fs 的 线性 组 合 关于 9 在 Fe, 拉 上 也 是 (R-S) 可 积 的 ,并 且 

{ Caf + B12) dg=a| fiag + 户 | Pay 

-其 中 a,8 是 常数 . 

3) 当 了 关于 9g 在 [4,5] 上 (R-S) 可 积 时 , 对 任何 cE(a,5), 了 
:关于 9 在 [e, cj, [ec,8] 上 都 (R-S) 可 积 ,并 且 

[fag=| fa9+ (| fag. 


4) 《分 部 积分 公式 ) ”如 果 f 关 于 9 在 -4,5] 上 (R-5S) 可 积 ， 
' 则 9 关于 了 在 [a, 3] 上 必然 (R-S) 可 积 ,并 上 县 
[fag fog go gd 

5) 如果 了 关于 gy,9s 在 [4,5] 上 都 是 (R$) 可 积 的 ， 则 了 关 
于 9g1,9: 的 线性 组 合 在 ra, 村 上 也 是 (R-S) 可 积 的 , 并 且 

| fey 1 Pgs) =a| yay + 人 Tags 
其 中 心 B 是 常数 . 

6) (积分 存在 的 一 个 充分 人 条 件 ) ”如果 了 在 [ae, 扑 上 连续 ,9 在 
fa, 5] 上 单调 增加 (或 单调 减少 ) , 则 f 关 于 9 在 [4,5] 上 的 (R-S) 
:积分 存在 ,并 且 

fag < sap IaD117G) 一 go 

如 果 了 在 [4, 68] 上 连续 ,9 是 [a,5] 上 有 界 变 装 函数, 则 关于 

-9 在 Fa,5] 上 的 (R-S) 积 分 存在 , 并且 


和 2 3 本 


[rag < sup |f(7) V (9). 


7) (积分 存在 的 充 要 条 人 忻 ) 设 f 是 [a,5] 上 的 有 弄 函 数 , 9 是- 
Fe, 9 上 的 有 界 变 差 函 数 ，os 表示 了 在 区 间 [ xz。_1, zx:] 上 的 振幅 ， 
即 ， 
w= sup flz)— inf f(z), 
放 后 [ 襄 二 -1 学 二 了 叶 必 [再 上 -了 党 记 寺 
副 关于 9 在 [a,5] 上 (R-S) 可 积 的 充 要 条 件 是 Yn>0， 
lim ,gs) —9 (zs-1) |=0. 
下 面 是 极限 性 质 : 
8) 设 {所 } 是 [a,5] 上 一 列 关 于 9g(R-S$) 可 积 的 函数 ， 并 且 在 : 
Fa,5] 上 一 致 收敛 于 f, 叉 设 9 是 [4,5] 上 的 有 界 变 差 函 数 , 则 
lim| fag 一 | feg. 
9) 设 f 是 [a,5]j 上 的 连续 函数 , {9,} 是 [a, 5] 上 处 处 收 化 于 
的 有 界 变 榴 函 数列 , 并 县 存 在 正 数 形 ,使 得 W (9 所 MM 之 十 co (各 
be ]， 2， 人 时 则 此 必 是 [Le， 上 的 有 界 迹 项 函 数 ， 而 且 


5 b 
lim| fidg, =| Tadg. 


电 2 于 


:1] 
53] 
[31 
[41 
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中 下 
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ArAID 
dE Ard3g) 
ATB 


a TH nb ee ee 


符号 索 ?| 


含 章 

对 任意 的 ,对 每 一 个 
存在 

蔓 合 { 如 4=* 有 表示 巷 凡 成 立 , 则 吾 
一 定 成 立 ) 

尖 分 必要 或 等 价 
必要 性 

充分 手 

局 于 4 

a 不 属于 4 

及 包含 隆昌 

五 也 合 4 

羡 

交 

几 跨 如 的 营 

五 的 余 集 

及 与 若 的 对 称 差 
集 列 {4 小 的 上 限 售 
集 列 {4,} 荀 下 委 集 
集 列 14 的 极 卢 集 
党 4 的 特征 函数 
的 定 疼 域 

ff 的 值 域 

8 在 4 上 的 限 亲 
与 9 的 复合 虐 射 
凡 上 的 恒 卫 映射 
的 邮 上 映射 


-一 一 一 … 


™ " 用 到 里 r 加 a 站 机 
加 = 中 


to Ls [ee] 


RONZ lS 
by 


3 
be 
= 


这 
SP Xo 
“nf 芒 ， 
Rn 
nz 
(pb 多 
-一 
(NH) 
Py 


{a Ot a 


Lonbs 
{1s 
Ct bs 
上 
Et 


"$ns bn] 
‘3 Gu Bal 


‘3 Ges Bn? 


站 上 二 吕 灶 铝 

本 的 势 

自然 笋 集 

整数 烘 

在 理 数 集 

实数 集 
可 数 集 的 势 

的 了 拖 集 全 体 
连续 集 的 势 

和 的 上 确 界 ， 

瑟 o 的 下 殉 界 

# 堆 网 几 里 得 空间 
全 之 问 的 距离 

wo 的 号 - 俩 域 

{zs} 收 裔 于 
集 江 的 直径 

如 的 内 域 

及 ”中 的 开 区 向 

R: 中 的 闲 区 间 

Ra 中 的 堪 开 韦 闭 区 间 
Rs: 中 的 区 疝 

区 间 工 的 体积 

至 的 边民 

下 的 时 集 

瑟 的 闭 包 

集 4 与 集 吾 之 间 的 距离 
点 4 到 集 上 的 距离 
着 的 Joyrdan 外 测 底 
五 的 Jordan 内 测度 
百 的 Jordan 浏 庶 


二 1.3 起 示 第 一 浊 第 3 节 ， Hn 1.3; 下 同 ， . 


oo 
[ee 
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-一 一 


5 18) 
Soe) 

{区 ， SP ) 
【部 
用 

二 

{Rr 这) 
XXY 

RR 


Rr" 中 的 左 开 右 用 区 间 金 休 
Rr 中 的 区 冶金 体 
广 艾 实数 集 

至 的 Lebesgue 钙 测 论 

站 的 5Lebesgue 测度 

R: 中 的 Lebesgue 可 测 集 全 体 
及 = 中 的 Borel 集 全 体 

了 R* 中 的 Jordan 可 测 集 全 二 
和 集 类 8 所 张 感 和 的 环 

集 类 8 所 张 成 的 c- 环 

可 测 空 间 

测度 空间 

出 测度 睫 所 引出 的 外 浏 诬 
-可 湛 集 休 体 

# 维 Lebesguxe 测 席 空间 
集 于 和 人 柴 了 的 乘积 
几乎 处 处 

吾 的 # 截 口 

中 丁 了 zm) a 的 3 全体 
最 大 的 

景 小 的 

了 在 吾 上 的 下 方 图 形 

了 前 焉 部 
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第 六 章 度量 空间 


其 本章 开 奶 ， 我 们 将 介绍 泛 冰 分 析 的 基本 知识 。 究 图 分 析 是 
数学 中 的 一 个 较 新 的 重要 分 支 ,大约 在 本 世纪 30 年 代 才 正式 成 为 
一 门 独立 的 学 科 .。 运通 分 析 起 源 主 经 典 数 学 物理 中 的 变 分 半 题 ， 
它 概括 了 经 典 分 析 ,. 国 数论 等 学 科 中 革 些 重要 凡 念 问题 和 成 果 ， 
并 受到 现代 物理 和 现代 工程 技术 的 有 力 刺 激 , 它 综合 地 运用 分 析 ，、 
代数 和 几何 的 观点 与 方法 ,研究 分 析 数 学 ,现代 物理 和 现代 工程 村 
术 等 方面 所 提出 的 有 关 问 题 ， 从 而 使 得 一 些 分 别 属于 各 种 学 科 领 
域 中 的 问题 得 到 统一 的 处 理 . 它 是 本 世纪 出 现 的 第 一 个 高 府 综 合 
性 的 数学 学 科 . 近年 来 泛 国 分 析 不 私 在 理论 下 有 很 大 发 展 ， 而 和 
在 应 用 上 日益 广泛 ， 现 在 沁 辣 分 析 的 概念 和 方法 已 经 渗透 到 现代 
数学 、 现 代 物 理 及 现代 工程 技术 理论 的 许多 分 支 ， 并 到 得 丰硕 的 
正果 . 

本 书 介绍 泛 冰 分 析 的 一 些 基 础 购 念 和 理论 ， 主 要 内 容 有 度量 
空间 ,线性 算 子 与 线性 汉 阔 、 内 积 空间 和 Hilbert 空间 ， 线 性 鼻子 
的 详 鱼 . 

本 音 所 介绍 的 底 量 空间 ， 可 以 看 作 是 有 限 维 欧 几 里 得 空间 的 
推广 在 这 一 人 章 里 ， 我 们 主要 讨论 度量 空间 和 和 赋 范 线性 空间 的 好 
念 ,度量 空间 的 稠密 性 ,可 分 福 , 完 惫 性 , 列 紧 性 以 及 压缩 映 计 原理 
竺 内容. 


§6.1 度量 空间 的 定义 及 例 


6.1.1 度量 空间 的 定 艾 


现在 ， 我 们 将 %* 维 网 此 里 得 空间 的 “距离 概念 拓 广 到 -一般 的 
" 


集合 上 ,并 给 出 度 基 空间 的 丢 念 ， 

定 又 6.1.1 设 牙 是 一 个 非 空 集 ， 如 果 对 于 芋 中 任 党 两 个 元 
素 x,#， 按 照 某 一 法 如 都 有 了 叭 一 到 定 的 实数 p(x,3) 与 之 对 应 且 
满足 下 列 条 件 ; 

《1) 非 负 性 : p(x, 凶 宕 0 有 pfa 扫 一 0 一 扩 

《2) 对 称 性 ; p(x, 9 二 pp(9, 2); 

《3) 三 角 不 等 式 ; p(x 让 寺 P(CF,2) 二 p(s, 9D(Vr, y, ZEX), 
并 称 plz 失 是 3 与 疾 之 间 的 距离 ， 称 站 x 于 满 足 上 述 条 件 的 
晴 数 p= 二 pC 中 为 了 上 的 一个 距离 ， 开 称 芋 按期 距离 p 成 为 诬 量 
守 间 或 距 亢 室 癌 , 记 作 ( 瑟 , P)， 或 看 向 单 地 记 作 竺 ， 轧 中 的 元 素 称 
为 扎 . 

下 由 的 非 空 子 集 生 按 照 蕊 由 的 距 岗 显然 也 是 一 个 度量 主 
问 , 称 为 天 的 子 空 间 , 

注 ”由 三 角 不 等 式 ,用 数学 归纳 法 可 证 得 推广 的 三 角 不 等 式 ; 

DlTis Ta) EP Ts Fa) + Pras Fa) et pTn sy Ta CV Ry Lay "ry 
和 

在 一 个 庶 量 空间 (也, 2) 中 ,如 果 存 在 正 数 a， 司 得 Yr, yE 文 ， 
xz 天 时 ,都 有 pfz 的 疡 5， 则 称 ( 生 ，P) 是 一 致 离散 的 度量 空间 ， 

例如 , 对 于 任何 非 空 集 四 ,村 凡 如 下 引进 距离 ; 

1, 当 天? 时 ， 
p(s39)— 和 py LD) 
居然 这 样 定义 的 Pp 满足 距离 的 全 部 人 条件， 因此 (于 , Pp) 是 一 致 离散 
的 度量 空间 . 

此 例 说 明 ， 尾 一 非 空 集 都 可 在 其 中 适当 地 引进 下 离 使 之 成 为 
一 致 离散 的 度量 空 尚 . 

如 果 和 在 非 窄 集 苇 中 则 是 定 站 了 两 不 距离 忆 和 pi, 匡 p(zx, 旨 关 
Pifzyz)， 员 区 三,P) 同 ( 王 , 20 应 看 成 不 回 的 度量 空间 。 一 般 地 说 ， 

+ 2 + 


如 淮 革 中 璐 只 一 点 ， 邯 来 在 下 由 可 以 引进 么 区 上 距 席 使 之 成 为 布 问 
的 论 生 空间 . 


6. 1.2 上 度 最 空间 中 的 极限 


引进 了 距离 的 役 念 以 后 ,就 可 以 建立 点 列 收 敛 的 概念. 

定义 6.1.2 设 (X,p) 是 一 度量 空间 ，zs(% 一 1, 2,…)、 XE 
瑟 ， 如 果 当 ?>ece 时 ,数列 pxznasz)->0, 贱 称 点 列 {z 按照 虑 离 记 
收 钱 于 #, 记 作 limzs=x 或 mm >z， 这 时 称 {za 为 收 鳅 点 列 ,7 称 
为 {Xn} 的 极限 ， 

定理 6.1.1 度量 宝 间 (处 ，p) 中 的 点 列 {2,} 最 争 只 有 一 个 极 
少 , 即 收 敏 点 列 的 极限 是 玲 一 的 ， 允 著 {zj 收 数 于 *， 则 {2 小 的 和 任 
一 子 列 {2,,} 也 收 合 于 x. 

证 明 ”上 先 证 定理 的 第 一 部 分 ， 设 x,8 部 是 {zoj 的 极限 ， 让 距 
页 的 定 浆 条 

Op WEP TF PTs #), VREINY,. 

当 2>00 时 ; Pp (zny 8) 王 0, pirng9)0) 必然 ofz 所 = 六 因此 > 一 
y， 这 说 明 {xs} 匡 多 只 有 一 个 极限 , 即 琉 伐 点 到 的 极限 是 唯一 的 . 

共 次 证 明定 理 的 第 二 部 分 ， 设 {zs 收 北 王 > 于 是 Ye>0， 
自然 数 入 ， 当 4 闵 训 时 ，Pfznz<e， 由 于 13 下 从 而 当下 二 就 
时 ,也 有 pfzezl<e， 改 {zv 收 仇 于 zz 证 毕 . 

定理 人 1.2 设 (Xp) 是 一 个 度量 空间 , {x} 、1{3 少 是 王 中 的 
点 询 ， 如 果 x 一 8- 了 则 pznygn)->PIz: sgi 世 加 是 说 ， 孔 痪 
pfzy 约 是 两 个 变 元 zx. 的 "连续 函数 ) 

证 明 由 距离 的 定义 可 得 

LE 


D 古书 中 用 八 表示 自然 狐 集 , 仿 扩 请 用 记 个 记念， 


Pl, EP (rn ts) + Pr Ys) + PCys Y), YHEDN. 
由 以 上 两 个 不 等 式 得 到 
[plrns ga) — PCF, | EP ss tT i Fn), VREN, 
令 4 一 00, 左 得 和 到 所 要 证 明 的 结论 ， 证 毕 . 
注 虑 (到 ,DJ) 是 应 量 空间 ， 由 定理 6. 1. 2 的 证 明 可 得 到 下 面 
的 不 等 式 : 
1p (zz 一 Ofza E40) [ED Ka) + pa Fa) CY is Tos Tas RAEX). 


6.1.3 度量 空间 的 例 

例 1( 见 第 二 章 ) %# 维 欧 几 里 得 空间 以 *” RR* 表示 育 序 n 元 
数组 (sb za oz 的 全体 ,此 处 zi 一 1 2,…,R) 都 是 实数 ,在 第 
二 章 我 们 已 经 指出 RR* 中 任意 两 点 ?一 (2 Yo， a) 二 (1 
ga … Ys) 之 闻 的 距离 可 以 定 浆 为 


pz) -( jm) (6.1. 2) 


则 Pp 洲 吓 定义 .1,1 的 全 部 条 件 ， 在 第 二 党 中， 我 们 没有 逐一 验 
证 这 些 条 件 , 现在 进行 验证 .显然 p 诺 足 距离 的 条 件 (1) 和 (2), 只 
人 须 再 证 P 满 是 三 角 不 等 式 ， 为 此 光 还 明 Cauchy 不 等 式 : 


(Pas ) <( 4 X25), (6.1.3) 
其 中 ar, Dt = 1],2, "ys ) 为 实数 ， 性 了 详实 数 用， 册 
0< > {a 一 > 2430 54+ 加 DH， 


右 问 是 4 的 一 次 三 项 式 , 它 对 4 的 一 切实 数值 部 是 非 人 的 ,下 共 判 
别 式 不 会 天 于 零 , 即 
ss 


】 2 于 9 
(2 S10, ) 世人) D0 )o, 
Ee i=1 f=] 
人民 谭 
:1 2 n Ee 
(3245. ) <{ DJ)( 55). 
= 1 i=1 - t=1 
及 以 Cauchy 不 竺 式 成 这， 由 Cauchy 不 等 式 可 得 
tb) = Dt Dnbt 0b? 
Ft i=1 t=] i=1 


地 中 五 要 Cr 
< ta Da TD) + Dn 
f=1 tl {=1 i=1 


= 2 # ~ 2 : | 
=|(3) (35) | 《6. 1. 3") 
在 R* 中 和 任 取 
Tz Eis a Pn)s = Fi ess Hn)s T= (13 2 Zn), 
并 在 (6.1.3) 式 中 令 
好 一 从 一 天 一 
就 立即 得 到 三 角 不 等 式 : 
PC2 YI EPE, 2) DT 2 人 
因此 及 * 控 距离 (6.1. 2) 是 一 个 度量 空间 . 
如 果 各" 中 每 个 点 的 坐标 是 复数 ,距离 仍 由 (6. 1 2) 式 定义 ， 
由 不 等 式 
Plataledaltiniye[(Sar) 


i] 
2 


+ (Pa | C0.1. 9) 


:=1 


DD ” 邵 果 是 金 体 实数 抽 成 的 集 时 ,用 民 表示 ,如 果 用 瑟 表 示 时 , 其 元 率 可 以 契 企 
人 实数 ;了 岂可 以 大 全 仁和 揽 束 ， 


§ 5 4* 


这 里 cp [i 二 1;2,"…，R) 是 复数 ;用 类 似 于 土 茵 的 方法 ;就 可 以 证 
明 有 RR” 仍 是 一 个 度量 空间 . 今后 我 们 称 及 * 赋 以 距离 (6.1. 2) 古 卜 ” 
中 点 的 泽 标 均 为 实数 的 情形 为 维 实 欧 岂 里 得 空间， 称 有 R* 赋 以 
距离 (6.1. 2) 且 BR" 中 点 的 仅 标 可 以 是 复数 的 情形 为 n 维 复 欧 几 
里 得 空间 , 并 称 (6. 1. 2) 为 欧 几 里 得 距离 . 

在 第 二 章 我 们 已经 知道 , 在 和 维 实 欧 几 里 得 空间 及 *” 中， 点 列 
按 距 离 (6. 1. 2 站 僵 等 价 于 按 (每 个 ) 坐标 收 鳅 ， 这 个 结论 在 % 从 
复 欧 几 里 得 空间 RB" 中 仍然 成 立 . 

事实 上 ， 设 {zs) 二 (2) 233，…, 25" 上 省 是 #8 维 复 欧 几 里 得 至 
闻 县 * 中 一 个 点 别 ，z 二 《wi Xo,"…y Yn) 是 % 维 复 欧 几 里 得 空间 RR" 
中 一 点 .由 不 等 式 


1 
也 生 _ 
max| zf 一 人 | SA (> Ez ) NV RR MAK| YI) —¢ | 
安利 {=1 了 过 让 过 可 


l= 
(VEEIN) 
1imz 一 Timzfo 一 2 fi-s1,2…，%) 证 毕 ， 
kr RE -20 
例 2 空间 CL[&, 人 四 区 闻 ie, 妇 上 的 偶 ( 或 实 ) 信 连续 国 数 全 
株 记 为 CLa,8]， 今 
p(x,y)=maxlz(t) gt)) (Vx,yECLa, 81), (6.1. 4) 
刚 OL a, 56j 按 (6.1. 4) 式 规定 的 p 成 为 一 个 度量 空间 ， 
事实 上 ,上 服 离 的 菊 件 (1) 与 (2) 是 明显 的 , 我 们 仅 验 证 三 角 不 等 
RY OLa J, 则 VEEL] 有 
JzCE)— yet) zat) z(t) y(t 
<maxs lz(t)—a(t)| + maxlz(#)—#(#)| 


= plz, 区 ) 十 pLZ,Y), 


页 
plx,y) —max| RI) | EN, 2) + PLZ, Fy). 


因此 CLa, jj 按 (6.1, 4 规定 的 Pp 成 为 一 个 庶 量 空间 。 以 司 当 说 到 
国 数 空间 C5a, 8] 时 ， 我 们 始终 用 (6.1. 4) 规 定 的 作为 其 上 的 距 
离 , 除非 另外 说 胃 . 

CEe， 5 中 澡 到 {24} 按 距离 (6.1. 4) 政 证 于 zsSCLa，5j 的 充 要 
条 件 是 : 函数 列 {z.(t 站 在 Fa, 58j 上 一 至 收敛 于 zz(). 

事实 上 , 设 {rs} 按 距离 (6.1, 4) 政 钙 于 zz, 即 


plzn =max|ttt)— XE) >0(n > 0). 
[1 


这 意味 着 Ye>>0 3 自然 数 请 , 当 1 尖 NN 时 ， 


max|rzat)— rtt)|<e. 
站 三 记 办 


因此 对 所 有 的 iE[a,51, 只 要 zw 守 和 N (N 与 # 无 闫 而 仅 与 < 有 关 )》， 
就 有 

[zt)— x(t) ee, 
即 {zsCE} 在 Cg 5] 上 一 致 收 谣 于 x(t). 

反之 ， 设 函数 列 {zx(f); 在 Ca， 切 上 一 致 收 唐 于 x2(1)， 于 是 

Yz>0,，3 自然 数 CN 与 二 无 闫 而 仅 与 e 有 关 )， 使 得 当 # 宕 N 
时 , 不等式 

[za(t)—x(t) < 
对 于 所 有 的 二 [a, 四 一 致 地 成 立 , 于 是 

max lz t) ~ x(t) le (nN), 


节 当 守 计 时, p(x 2 之 8, 因此 pz 3 一 0(C2>co)， 这 表明 局 
到 {zxj} 在 空间 CC, 四] 中 接手 离 (6. 1, 4) 收 敛 于 x， 证 毕 . 

鲍 3 空间 s 复数 列 (或 实数 列 ) {zx} (二 1 2,…) 的 全 体 记 
汶 5s 称 Yi 为 点 7 二 {2 的 第 个 维 标 ， 邻 


ru 


1 | 2;—- Yr | 了 _ 四 一 
PU, YD) 二 2 TF yl] CVE {Pi} #2: i} Es). 


( 注 5 中 的 元 z= {2,} 也 常 表示 成 f 王 (8 Xa， 息 这 二 
(zly Kos" ), ) 

a 1. 3) 满足 距离 的 全 部 条 件 ， 事 实 上 ，{6.1. 5) 屁 
然 应 足 距 离 的 条 件 (1) 和 (2)， 只 须 再 证 三 角 不 繁 式 ， 当 此 先 汪 明 
对 于 任 交角 4. 


etB) lal ol 
it larBl It al TIT {6. 1.67) 


因为 旺 数 p(t)=TTFiED, 十 07} 上 古音 调 增 加 的 ;出 不 锻 碟 14 十 
“gi 之 la| 十 15| 可 得 
iatel ~ ie 二 al _ la 
IT 十 gd BI IT tiBl 1+lelTi8l 1 |al+t+ivl 
lol | 
三 1 时 十 1D| 


因此 , (6. 1. 6) 式 成 立 ，Ya= fd,g 一 志和 ,5 一 fjSs， 据 本 等 式 
(6.1. 5， 


同和 ~ | 2 一 2 十 到 一 护 | 
Pp{r, ¥) -之 .到 1 [zi — Zt sy | 


~ | x; — 2i| | %,C— 一 8 
二 习作) 
一 丰 ( 人 人 十 站 (29 条 让 
因此 , s 按照 距离 (6. 1 5 成 为 一 个 度量 空间 ， 今 乓 当 谤 到 获 列 空 
间 s 肘 , 知 无 特别 瑞明 ,其 上 的 此 山 总 旦 指 (6. 1, 5). 
空间 8 中 点 列 按 距离 收 仇 等 价 于 授 人 标 收敛 .这 融 足 说 ， 设 
里 名 中 


1 本 ， 1 re 
! -一 人 人 二 《1 下 人 和 


Lr-m 


则 | 
Pra THO 2 00) Slimz!® 一 vi YEEIN. 
品 六 的 


事实 上 , 如 果 


ll 1zf9 一 
站 【rr ES DJ 一 2 一 > 虫 (CR—> 00), 


1 
;1 | 


那 未 , YiEN, 由 于 


Tt 2p (re, 7), 
我 们 得 到 / 
于 是 YeS(0, 1), 习 自然 数 叉 ,使得 当 4 源 玉 时 , 成立 
人 一 
Ta 


全 号， 


入 而 有 


-2 
2 


i 
1 1 一 地 
这 说 国 ]imz 人 二 x YiEN.， 


反之 , 变 limz 交 二 gt, YiEN， 轩 为 Ye>0, 3mEN ,使 得 


| zt™ 一 区 | = 


| £ 
和 页“ 芭 
又 亲生 个 一 ]， 2 "yg m—1, 3 自 然 数 Ni 使 得 当 RN; 时 ， 


也 


(ny 一 ， 
| 2! Ti 


Pp 


加 点 各 [za} 8g 江东 8 二 1,2;""}， 下 同 . 


i ee isin Po pd et Hh Lace de Fp he lal han HEE Eh dt vo. 


二 于, 训 有 


如 

hl 韧 一 一 一 

一 2 e 

Dt Te 2 | ~ > 一 了 
一 上 省 一 证 1 十 


所 以 当 # 之 羡 时 ,有 


} 一半 
P(Xas 2) 一 (S11 I 人 | w]e 


这 说 明 p(xoy 2)->0 (2->05), 即 zx,~>x， 证 毕 . 

为 便于 今后 的 叙述 , 作 训 下 约定 ; (1》 本 书 中 所 诸 友 的 测度 ， 
可 测 集 , 可 测 孙 数 及 共 积 分 , 如 无 特别 声明 ， 均 指 Lebesgue 测度 ， 
Lebesgye 可 测 集 ,Lsbesgue 可 测 藻 数 及 Lebesgue 积分 ; 

{2】 本 书 中 用 红 , 表示 ?Cr 为 日 然 数 ) 维 欧 几 里 得 空间 及 ?中 
Lebesgue 可 测 代 全 体 所 成 之 集 类 , 

注 6.1.3 性 fy7 为 自然 数 》 中 点 集 召 上 的 复 值 涡 数 和 x) 必 
可 瞧 一 地 赤 示 成 7) 一 (7X) 十 ?fz(z ,其 中 (5)、jaCt7) 是 马上 
的 实 值 畏 数 ， 当 六, 户 均 为 可 测 函 数 时 , 称 了 是 可 测 沸 数 ， 当 户 ， 
fs 在 到 上 几乎 处 处 有 限时 , 称 了 在 吾 上 “ 儿 平 处 处 有 限 ”， 当 ,fs 
均 为 可 积 函 数 时 , 称 了 是 可 积 图 数 ,并 且 规 定 


a 


| Kom=| Pae+i f(z). 


又 当 | 7i(z) 二 ia(z)jz(p3z1) 为 可 积 国 数 时 , 称 了 是 2 竹 可 积 函 数 
等 等 

例 4 守 间 SCE) 设 BE 儿 。 上 且 0<mB< 一 十 co， 至上 几乎 外， 
处 有 限 的 复 ( 或 实 ) 值 可 测 乓 数 信 体 记 为 8(B), 并 二 把 8(B) 半 几 
乎 处 处 相等 的 函数 狸 成 同一 个 元 素 ， 令 


plf -| Te (Vf, gEB(E)). (6.1.7) 


ss J) » 


仿 例 3 可 以 证 前 46 1. 7 确实 清 足 距离 的 全 部 条 件 . 站 号 ( 五) 控 
时 拭 痪 6. 1. 7 成 为 一 个 度量 空间 ， 仿 ( 吾 ) 可 简 沁 作 

宰 间 三 (加 中 点 列 {fw} 按 距 离 (8 4. 让 收 纹 二手 SCE) 千 价 
于 隙 数列 {f(1)) 依 测 庆 收 钱 于 1)。 也 就 想 说 


[fi) 72)) ， 
| RT f(t) f(t) 0 TE 


lim 
由 于 入 下 二 二 oo {让 一 入 是 证 上 的 可 测 明 数 到 ， 据 33.3 信 
5, 二 述 等 价 关 系 鲍 实 成 立 . 


习题 68.1 


1. 设 (X, 户 是 一 度量 空间 ,证 明 不 等 式 

oa — Ply 2) |p, DN (Yr, yy 2EX). 
2， 写 出 田 两 个 点 经 咸 的 党 下 工 的 所 有 有 上 距 讽 
3， 对 任何 = (es 


DY) = Dh Ev 


下 一 
其 中 A Ags 4 是 下 正 数 , 则 呈 是 吾 * 上 的 距离 ,并 是 BR* 中 的 点 列 授 此 
离 委 就 壬 价 寺 按 堆 标 收 伐 ， 

4 pT) 二 (7 一 和 ?是 定 半 站 实数 集 上 的 距离 吗 ? 为 付 么 9 

5 刘 个 ,D 是 度量 空间 , 则 芭 按 ptr, = pr 1 (2 为首 然 狐 ) 岂 
是 乾 量 室 间 . 

#。 刘 Ptz, 殷 是 二 癌 亚 上 的 蝶 离 , 则 

六 (人 的 一- 三 多 ， > 吕 (Yr ET 


1 十 万 他 ,的 
也 基 到 于 的 距离 ， 
7， 设 CC"Ca; 如 是 区 间 [L9;5j 上 尖 限 尝 可 徊 国 数 的 全 体 ,; 定 立 


tT ‘ry 
pn = 并 ma TT (vi, gEC™ [a, Bb1), 


网 "La; 找 司 ; 四 戌 为 隆 投 空间; 并且 CY[a， 站 中 点 到 林 :j 按 距离 以 效 
s TI +# 


ee hh te 
et i 


守 了 EC"[9, 下 的 充 要 条 件 是 对 每 个 看 负 整 数 foot 在 ie 妨 上 -- 统 收 
化 于 FF (其 中 08) = 了 CCD 一 J (7). 
8， 议 【Di (PP 是 两 个 麻 王 引 国 全 的 1 和 着 全 


DUT 1 人 2 的 和 一 [COPI CTs Ta (Pa ts Ya )312， 

Pp' Cr i (rag 四 = Dy (Bis Ta Pali yo), 

D(Crs Ys (as FO—= NP) (Rs Rs) Os Wis a) }s 
则 p、P'.o* 都 是 苹 X 了 土 区 耻 启 。( 注 蔗 X 了 按 PP P* 所 成 的 魔 量 空 间 
都 称 为 (二 ,Po 和 他 Pa 的 我 积 度 最 空间 ，) 


8 6.2 峙 范 线性 空间 的 定义 及 例 

6. 2.1 线性 空间 

我 们 通常 所 考察 的 空间 , 例如 函数 空间 和 序列 空间 ,除了 可 引 
进 报 限 桥 念 外 , 它们 辐 时 又 是 一 个 代数 系统 ;就 是 说 空间 中 的 元 素 
之 疗 存 在 若 基 种 代数 关系 。 当 只 着 眼 王 空 间 中 的 代 煞 颖 以 ， 即 元 
过 之 疗 的 加 法 运算 以 及 数 与 空间 中 元 迷 的 乘 兴 运算 时 ， 就 必须 引 
入 线性 空间 鸭 概 念 ， 

本 痊 中 用 区 表示 复 {或 实 ) 数 域 , 用 民 表示 实数 成 . 

定义 人 .2.1 设 下 是 一 非 实 集 ， 我 们 克 卫 为 一 复 ( 或 实 ) 的 线 
性 空间 , 是 指 它 请 足 ; 

Ci) 环 是 一 个 加 法 群 , 即 Yz,9EK， 对 应 于 至 中 一 个 则 敌 尘 与 
的 和 的 元 素 ， 记 为 z 十 #8, 适合 

(1) 2 Fg yi 

{2) (ze ye) (CY, ,2EX); 

《3) 发 中 存在 唯 …… 揭 元 素 风 便 YxsX 均 有 2z8=2 称 日 为 
琶 的 过 元 车 

(4) YzxEz, 卫 唯一 的 x 毛 有 ,使 得 z 十 2' 一 妈 称 x' 是 % 移 货 元 
素 ; 记 此 2 为 一 x 


* 2 2% 


ee 


《ii 定 交 了 数 域 笃 中 的 效 总 与 < 总 的 获 乘 运算 ， 即 (68, 本 
攻 x 习 ,对 应 于 开 中 一 个 叫 禾 w 与 了 的 税 的 元 素 , 记 为 ax, 适合 

{ 并 宇 一 了 3 

(6) wa (Ya, 有 E 攻 YY zc) 

(C7) Ca- 有) 一 6 二 有 FT (CYea, BER, YX) 

(BY rt) = 二 CN (CYRER, Yew, YEERY. 

线性 空间 的 元 素 又 称 为 向 时 ,因而 线性 空间 又 称 为 向 莉 空 间 . 
级 性 空间 中 元 素 的 相 吉 以 及 区 中 的 数 与 线性 空间 中 元 娄 的 相 采 入 
称 为 线性 运算 

注 】 所定 多 6.2,1 可 以 推 知 , Yr, Yt 人 SE, 有 09x 二 8, 58 二 
yd, —1)4=—7x, 

注 2 我 们 通常 把 x 十 (一 站 写作 x 一 

注 3 今后 几 说 "线性 空间 ”而 前 面 不 标量 " 复 ”、“ 实 " 宁 桩 时 ， 
意 指 此 线性 空间 既 可 以 是 复 的 也 可 以 是 实 的 . 

下 列 概 念 是 线性 空间 的 基本 颖 念 . 在 下 询 几 小峰 念 中 ， 我 们 
总 是 设 亦 是 长 上 的 线性 空间 . 

1” 线性 相 贡 与 线性 无 美 X 中 的 一 组 向 量 zi。，zz …y x 称 

iF1 十 Gaga 十 tn = 0; 

否则 称 为 是 线性 无 关 的 . 

设 4CX, 如 果 夺 中 任何 有 限 个 向 量 均 是 线性 无 关 的 ， 就 称 44 
是 线性 无 关 的 , 否则 你 44 是 线性 相关 的 , 

2” 线性 组 合 ” 设 zxE 有 ,如果 厦 在 983,…, nS 太 , 使 得 

= 2 

如 称臣 YL 的 线性 组 合 或 称 守 可 用 xi Xa Xn 线性 


rr 


几 示 ， 
3” 线性 子 空间 与 线性 流 形 度 下 于 下 ， 如 果 百 对 及 中 的 线 


» I» 


He Wm 
Lm pi HH My 


尾 运 算是 于 闲 的 , 就 是 说 VYx, YE 有 zyEB, Ya, 7)E 政 入 加 ,让 
gz 人 c 瑟 ， 则 称 吾 十 六 的 一 个 线性 子 空 间 ， 简称 于 空间 ， 时 和 然 耻 的 
任何 线性 子 空间 本 身 也 夏 一 个 线性 空间 ， 

于 以 及 { 从 都 是 开 的 线性 子 空间 ， 称 它们 为 平凡 的 子 空间 , 而 
称 玉 的 其 它 子 空间 为 真子 空间 . 

如 果 杏 是 互 的 一 个 线性 子 空间 , zo 集合 4= 他 二 各 | XEB} 
种 叫 夏 一 个 线性 流 形 , 集合 44 也 记 作 吾 十 2 

4” 十 集 张 成 的 子 空间 或 线性 包 设 4CX，4 中 有 限 个 向 
量 的 线性 组 合 全 体 

{y =e ety a | REN, oiER, gEA, 5 一 12 Nn} 
是 下 的 一 个 线性 子 空 间 , 并 且 是 包含 4 的 一 切线 性 子 空 间 的 实 , 称 
为 妇 张 成 的 子 空间 或 称 为 4 的 线性 包 , 记 为 span4. 

5” 线性 基 和 维 数 设 4 是 耻 的 一 个 线性 无 关子 集 ， 如 杂 
span4 =- 甩 ,就 称 和 4 是 至 的 一 组 线性 基 或 Hamel 基 , 称 间 的 势 为 空 
间 世 的 维 数 , 记 为 jim 妃 ， 如 果 委 的 势 为 有 限 数 , 则 称 之 为 让 限 维 
线性 空间 , 否 别称 蕊 十 无 限 维 线性 空间 ， 邵 果 下 只 合 示 元 索 , 称 人 
为 电 维 线性 空间 

6” 线性 和 与 直接 和 ” 没 4,BCX, 称 点 集 {z 十 #1xEA, 3 B} 
为 4 与 8 的 线性 和 ， 记 作 4+B， 设 有、Bs 是 了 的 两 个 线性 子 空 
闻 ; 如 果 玉 二 Bj 十 B。， 有 YrxEB, 3 叭 一 的 (x DEE x BE,, 使 竹 
z 一 x 十 zz, 则 称 吾 是 吾 ; 与 Bs 的 直 灵 和 (简称 直 和 )， 记 作 避 = 及 ， 
十 瑟 。 对 于 任意 有 限 个 子 空间 的 情形 , 定义 依次 类 推 , 

7” 功 集 与 是 包 摊 4CCX, 邵 果 YazgE4， yaEL0 1 和 郡 有 有 
CQ 二 (1 一 294, 刚 称 生 是 凸 集 ， 

设 BC 和， 如 时 {di14EA} 是 下 中 全 含 如 的 一 切 凸 集 ， 则 可 


门 4; 为 吾 的 止息 , 记 作 co0(B). 


， 1 。 


8” 线性 同 构 设立, 了 都 是 数 域 有 了 的 线 竹 空间 , 如果 存 

焉 一 个 愉 及 到 六 /| 上 和 的 -一 一 : 哑 届 2 适合 

PIH PEI TPYY CV, YER)Y, 

人 fed》 一 GT) (YeacER, YrEeEY. 
则 称 卫 入 | 是 线性 同 移 的 ， 并 称 ? 是 互 到 互 : 上 的 《线性 ) 同 构 
瑞 射 . 

显然 , (线性 ) 同 构 峡 射 的 道 活 射 仍 为 (线性 ) 同 板 映 射 , 因此 线 
性 无 关 向 量 组 经 (线性 7) 同 攀 轴 射 后 仍 是 线性 无 美 向 量 给， 

例 1 随 数 空间 设 台 是 一 集合 ， 眉 是 旦 上 某 些 复 (或 实 ) 值 
昭 数 所 组 成 的 晴 数 族 ， 在 玉 中 我 们 按 通 当 方 车 规 定 洋 数 的 加 法 及 
玉 中 的 数 与 函数 的 乘法 如 下 :YY 六 97EP YaEK,， 

(Cfo HT TI Ley, 
CofCr) =af (Fr), Ee 
如 果 当 了 ,9EF,%, BER 时 , 恒 Qf 十 B9SF， 巾 下 成 为 尺 上 的 一 
个 线性 空间 ， 此 线 福 空间 称 为 复 (或 实 ) 的 卫 数 空间 ， 此 后 如 果 不 
另外 说 明 , 对 二 数 空间 总 是 采取 上 述 的 可 法 及 数 乘 运 算 ， 

例 2 数列 空间 s 设 s 是 复 (或 实 ) 数列 全 体 . 定居 8 中 两 
元 每 评 = (zx 0) 配 3= (0 go) 的 加 法 以 及 数 x 与 元 素 z 
的 乘法 如 下 : 

El 十 1 汪 十 和 
GET, FFs + ), 
则 5 成 为 到 下 的 一 个 线性 空间 . 此 线性 空间 称 为 复 ( 豆 实 ) 的 数列 
空间 ， 此 后 如 不 男 外 说 明 ， 对 空间 s 及 其 线性 子 空间 部 是 采取 这 
种 加 法 和 数 张 运算 . 

注 ”今后 车 说 到 某 愉 体 函 数 空间 、 数 友人 空间 而 未 说 明 是 “ 实 
的 "或 “ 复 的 "| 时, 意 指 实 , 复 均 可 ， 但 为 叙述 上 的 方便 ,我们 往往 只 
就 “ 实 的 ? 情 癌 来 证 明 有 其 结论 . 

四 +* 


6.2.2 财 范 线性 空间 

定义 6.2,2 设 国 是 航 下 的 -- 个 线性 空间 ,如果 于 上 的 实 值 
函数 六 ) 满 足下 列 条 件 : 

(1) 2)0 {VrEX), 

(2) plaz)=|alpz) CYVaeEKR, YrET), 

C3) PC SP POY) Co geR), 
拟 范 数 . 

如 果 半 范 数 gt2) 又 满足 如 下 条 件 ; 

(4) P72)=0Or=0, 
则 称 PC(z) 是 z 的 范 数 , 通 常 记 7 的 范 数 为 1z1， 卫 称 1 是 天 上 的 
一 个 范 数 ， 并 称 芷 按照 | - 1 成 为 一 个 复 ( 或 实 ) 的 赋 范 线性 空间 ( 简 
称 复 (或 实 ) 的 赋 范 空间 ), 记 为 (所 ,人 和 或 简 记 为 了. 

注 “与 线性 空间 的 情形 类 似 ， 这 里 的 “ 复 ( 或 实 )? 等 词 也 往往 
略 去 ， 

对 于 赋 范 线性 空间 总 , 定 交 

Pe 人 《6.2.1) 

今后 凡 说 赋 范 线性 空间 了 上 的 距离 均 指 其 范 数 所 导出 的 距离 ， 
me 这 和 伴 一 术 ， 就 可 以 在 

就 线性 空间 中 引入 收 语 概 念 ， 

设 工 是 炭 更 级 作 上 间 ， 互 中 的 点 现 1 Ca 2，…) 称 为 做 
范 数 收 化 于 ze 蔷 , 或 强 收 合 于 +, 是 指 


limizs— w=0, 
表 十 志 


" 人 J | _ 
了 : . -有 


1 ” 设 {fa} 忆 下 , 知 果 1425 下 则 |zxs' -> izi( 即 14x! 是 x 全 广 
的 “连续 函数 ”). 

2” 若 {2,} 是 臣 中 依 范 数 收 化 的 点 烈 , 则 让 xz,|) 是 有 界 数 列 . 

3” 设 {fxr} {sl 本 芝 ,2 8EE, 生 x7 9 -|-> 们 
十 部. 

4” 刘 二 1 2) ,GE rn 二 1,2,) ,YERE,， 县 0 
Gy wn, 网 | sz Xx. 

我 们 这 里 只 证 1", 其余 留 给 读者 ，1" 的 证 明 ， 由 沪 数 的 条 件 
可 以 得 到 不 等 式 

[izle|lz—y CYz, ye TI), 

由 此 可 以 看 出 ，z*s->xz 一 za 一 | 还 年 . 

性 质 3"、4? 表明 线 竹 运算 关于 中 中 的 收 化 概念 起 “连续 的 ”, 

下 面 举 几 个 赋 范 线性 空间 的 例子 .在 这 上 几 个 例子 中 均 假 定 所 
讨论 的 空间 可 以 是 实 的 ,也 可 以 是 复 的 ， 以 后 的 例子 中 , 如 无 特别 
声明 , 均 作 此 假定 ， 

例 3 x# 维 殉 几 里 得 空间 及 "” 在 及 "中 定 儿 元 素 2= (zu 
xz2 80) 与 8 一 《ga 的 加 法 以 及 数 wE 下 与 z 的 乘法 如 下 : 
t 二 $= {1 十 十 3 十 节 )， 


AX (RR Ka Nn) 


则 R" 成 为 一 个 线性 空间 ， 再 在 BR" 中 定义 范 数 如 下 : 
el (Bal) Cees) ER"), (6.2.2) 


则 BR&” 成 为 一 个 赋 范 线性 空 闻 ， 由 苑 数 (6. 2. 2) 导出 的 跟 离 谎 是 


§ 6.1 例 1 中 的 上 距离, 因此 再 * 中 点 列 的 依 范 数 收 敛 等 价 于 按 坐 标 
收 伊 ， 我 们 称 范 数 (6. 2. 2) 为 欧 儿 里 得 范 数 . 

例 4 连续 函数 空间 CLa,5] CL[a，5] 按 通常 的 线性 运算 是 
”一 个 线性 空间 ， 令 


f= max |f(s); (CYfeCLa,b]), (6.2.3) 


财 CFCa, 5] 按 范 数 (6.2. 3) 成 为 一 个 赋 范 线性 空间 . 

例 5 空间 Cefe, 的 设 Cooe, 的 表示 [ea, 8 工具 有 直到 电 
阶 连续 导数 的 函数 全 体 ， 依 照 通常 的 线性 运算 ， 它 是 一 个 线性 空 
间 ，YfECe[e,5], 规 定 


j= 2 max | 有] ODFHD), (6.2.4 


则 CCa, 的 按照 范 数 (6. 2. 4 成 为 一 个 赋 范 线性 空 陪 . 可 以 正明 ， 
OWEg,] 中 点 到 {0) 依 范 数 玫 证 于 了 ,等 价 于 fn( 四 的 直到 起 阶 导 
数 分 别 一 致 收 第 于 并 丰 的 相应 阶 导 数 . 

这 个 空间 以 及 将 要 讨论 的 (8) 空 间 在 现代 微分 方程 理论 中 
有 着 广泛 的 应 用 . 

例 6 室 间 i” 设 和 是 有 界 数列 *= (zi,x2,…) 全 体 按 通常 
的 线性 运算 所 成 的 线性 空间 ( 它 是 s 空间 的 线性 子 空间 ), 令 

jz 一 supi zi (一 《Xe 人) (8. 2, 5) 


出 LY 依 范 数 (6.2. 9) 成 为 赋 泡 线性 空间 ， 
例 7 空间 Via,8] 设 V-a,，5] 是 区 间 [a, 5 上 的 有 界 变 磊 
函数 全 体 , 依照 通常 的 线性 运算 , 它 是 一 个 线性 空间 ， 令 


F=f I+ Vd) (YEVFEe BJ]), (C6.2.6) 


则 VLa,5j 按 范 数 (6. 2.6) 成 为 赋 范 线性 空间 ， 我 们 令 


» J * 


Vice 末 -全 和 Ye 人 在 (o 由 4 


i 每 点 是 右 连 续 的 , 且 f(a) 一 0 
Vora,5b] 蚌 VY[a,5] 的 线性 子 空间 ， 在 VoLa, 5 上, 范 数 [ 开 等 于 全 
室 差 VO) 

例 8 空间 L?(B)(1<p 过 +o0) 设 了 EU，0<mB 扫 二 co. 
我 们 把 如 上 一 切 p 办 冲积 国 数 f(z) (|fizEZE(B)) 所 成 之 集 记 为 
Lr(E), 称 为 瑟 上 关于 Lebesgue 测度 的 了 下 可 积 鹏 数 空 间 . 

Fr( 召 ) 按 照 通 常 的 线性 运算 成 为 一 个 线性 空间 ， 事 实 上 , Yj 了 
gELP(E), Ya, bEK, 由 于 

(lal -+l51)?<T2max(lel, 18|)J?2?( | al?-t 1517), 

(6. 2.7) 
从 而 
Jaf Cz) {Ebg(a) ?|af (x)|+ |bg(7) | ) ?27 | al?|f (2) |)? 
-| 中 | g(r)|?), 
因为 [7|?,1917?ELCE)s 所 以 laf Cz)bg(z)|?EL(CE), Taf + bgE 
Lr(E). 

在 Lr?(E) 里 ,把 几乎 处 处 相等 的 函数 看 成 同一 个 元 素 ,经 这 样 

“同一 化 ”之 后 , L"() 仍 是 线性 空间 ， 令 


Hf (fH) as) Wen)) (6. 2. 8) 


现在 证 明 (6. 2.8) 是 [P(E) 上 的 范 数 ， 显 然 ，(6. 2.8) 满 足 范 
数 耻 条件 (1).(2) 和 (4), 只 须 再 证 (8. 2. 8) 满 足 范 数 的 条 件 (3). 为 
此 先 证 明 几 个 常用 的 重要 不等式 . 


1” H5lder 不 等 式 设 7>1,9>1, 二 十 证 = 如 系 fE 


LAE), gELIAE), fgeL'(E), 并 且 


| [f(xy g(r)| dz<([ if Cz) saa) (| say, 


《6. 2. 9) 
首先 证 明 :Y4, BE[0, + co)，, 戌 立 
. Lp BEB? ] ] 
4 二 全 十 二 1 1 YY 交 
“pg (> pt 1) (6. 2, 10) 
当 4,B 中 有 一 个 为 0 时 ,不 等 式 显然 成 立 ， 所 以 不 妨 设 4,B 
>>0. 令 
1 I 
6)= tt, tELO 
p(t) p | 了 ,EL0O, 十 cp)， 


峙 到 提 二 加 一 一] 斯 以 当 E20, 1 时 ,1 二 0, 当 4E(1, 十 50) 
上 时， 冯 区 贡 关 0 当下 一 1 时, 多 和 一 0， 因 而 op1) 一 0 是 
_ 1ip, 工 _ 
PUE) 1 7 
在 10, 十 se) 上 的 节 小 值 , 即 
gd. 1-0, 1Er0 ， 
?+ 0, 2EE0) 十 oo) 
从 而 
ip 1 
1 + ,sero, , 
pt EL0, +t 00) 
令 1 二 4B 代入 上 式 得 
AB'-re LArB-st 1. 
7 g 
对 上 式 两 边 得 乘 以 Br 号 得 到 不 等 式 (6. 2. 10). 
现在 证 明 (6. 2. 9) 式 ， 当 
| elen | govaa 
中 有 一 个 等 于 0 时 ,不等式 (6.3. 9) 显 然 成 立 , 因此 不 妨 设 
| fer) ler>0, | 19C7) ids>0, 


* R00 +* 


令 00) A) vt )= 一 202) 
(| fC 1dr ) ({ 1g) ar) 
由 不 等 式 (6. 2. 10) 就 得 到 


[pr pr LP? 7) 
J 


因此 pC2)PCE)ELIE), 从 而 了 Cz)g(z)sICE), 并 且 从 
[eGo la PD at | 2 gs =1, 


就 得 到 不 等 式 (6. 2. 9) 
2” RMinkowski 不 等 式 设 廊 9E52f)， 则 

1 1 , 1 

({ fC) + gr)rar) < 62)1as) + (tg) 17ar) 

(6.2. 11) 


不 失 一 般 性 , 设 p>1， | 0)+ 9(r)|?axz>0， 了 到 4 记 1， 使 


得 lL 由 于 | 了 (2) 于 gC2)1?ED'B), 从 而 f(z) ga) 


ELAB), 由 不 等 式 (6. 2. 9) 得 到 


[FDL Fn) oe) as 人 | F6217a2) 


(| Hi) + ot) lrar), 


| igca)) ‘| fOr) 下 | id (fl9()17as) 


由 
了 


-({ lsc) 02) lraz) . 
从 而 
(fe) ye lrar=) Nr 9 ads 


<| OFT ga) Fs) 1 g(r) lr ds 


(| ea) + ({ tac)ea) (re 


+ gr)?dz) - 


十 武 两 边 除 以 (| 17Kz) +9(Cz)1?dz》 便 得 到 不 等 式 (6.2. 1) 
亦 即 
[ft gl INF gl. 

因此 (6. 2. 8) 是 5*(B) 上 的 范 数 ，L?(E) 按 范 数 (6.2.8) 成 为 一 个 
典范 线性 空间 . 

Zr( 盏 中 点 列 {f 依 范 数 儿 伍 于 所 也 称 为 函数 列 和 f(z 在 B 

? 宕 平均 收 级 与 依 测度 收敛 有 下 列 基 系 . 

定理 6. 2. 1 设 亡 (x=12,…),JEEz(B)， 如 果 { 记 } 依 范 数 
收 化 于 下 则 所 -> 了 于 及 

证 明 Ye 全 0 有 

{185) -Fr) ras | 


风 [I fe 


fC) I a 
em EL | fmf )). 

令 n=00, 避 有 mtEL|f4 一 了 | 衬 2 一 0， 证 毕 . 

推论 6.2.2 设 f(n=1,2,…), 了 EL?(E)， 如 果 {fal 依 强 数 
收 敏 于 了 则 必 有 1{f} 的 子 列 {f,}, 侍 得 {fs,} 在 上 几乎 处 处 收 侃 
于 I 

注 定理 6.2.1 的 雍 命 题 不 成 并 ， 倒 各, 设 主 = (0, 1 
和 


f En， Mt rE, OO 
re © 9) {nn- -1,2,.…), 
0， 当 26| 埃 ,1 | 时， 


显然 , {f(z) 在 吾 土 妊 处 收 化 于 0， 从 而 所 二 0 二 如 但 YpEL1， 
十 ce), 


| f(t) ?i= r errdr= Ler-_>20(n — co). 


所 以 {f(z 站 在 如 .上 并 不 守 平 均 政 敏 于 0. 
例 9 空间 5"(E) 设 BEZ,, f(z) 是 再 上 的 可 测 少数 .如果 
frKz) 与 吾 上 的 一 个 有 界 蔓 数 玫 平 处 处 相等 , 则 称 fCz) 是 【的 一 
个 本 性 有 界 可 测 兄 数 , 吾 寺 的 本 性 有 界 可 测 卫 数 全 体 记 为 二"( 吾 )， 
并 把 二 (8 中 玉 乎 处 处 相等 的 画 数 看 成 同一 个 元 素 . 自 于 有 跟 
个 零 测度 集 的 并 集 是 零 测度 集 ， 所 以 任意 有 限 个 本 性 有 界 可 测 函 
数 的 线性 组 合 是 本 性 有 界 的 , 因此 , Ze (下 ) 按 通常 的 线性 运算 是 一 

个 线性 空间 .， 令 
R= inf (SP fC!) (YFEL*CE)). (06.2.12) 


mn 


这 里 的 下 确 兴 是 对 于 中 所 有 全 得 在 如一 并 为 


ess sup|f(2)|. 另外 mp0 时 , 我 们 规定 1 一 0 


现在 证 更 (8. 2. 12) 是 五 "( 吾 ) 上 的 范 数 ,首先 证 明 :YfjE (3 
3ECE, mE =0, 人 Ei; /| = sup, | 本 实 上， Yi, 认 五: 恶 可 


使 得 mm 有 一 0, 并 且 sup Hz)I<HNIT 亏 令 各 二 Uz 6， 则 


EoCE, m= 0, 并 了 是 
rs 23 + 


Fe sup HC) sup 1FGzJ1<IfI+ 款 . 
LER-AI XEE- Eh, 
令 a 二 00, 就 得 到 | 下 = Sup |ftx)l. 
根据 上 面 证 明 的 结论 , (6.2. 12) 剧 人 然 潢 足 范 数 的 笨 件 (1).(23 
和 (4), 只 须 再 证 (6. 2.12) 满 足 范 数 的 条 件 (8)、Yf, gEL~(B), 据 
十 面 证 明 的 结论 , J 二 吾 ,和 偿 得 mB 一 加 Be 一 0, 且 
f= sup | 大 >) kgl= sup, |9(z)1. 


因此 
Lf 4-91 筷 ess [f(r) -ger))| 


Et Ey 


< sup [A sup gy | gCz)| 


TCEmtB EH,) [Et 
< sup {f(z)| + sup, io(o)| 
一 并 十 19 
所 以 L~( 吾 ) 按 范 数 (6.2.12) 成 为 一 个 赋 范 线性 罕 间 ， 

注 1 如 果 孙 数列 {f(x 站 在 吾 上 除去 一 个 零 测度 集 而 外 是 一 
致 收敛 于 函数 人 7) 的 , 则 称 {fnt7 站 在 如 上 几乎 站 处 一 致 收 人 证 于 
fz). 

LB) 中 点 列 的 依 范 数 收 雍 等 价 于 柑 应 好 数 到 的 几乎 处 处 一 
致 收 禾 .证 明 留 为 习题 . 

注 2 当 负 可 一 十 oo 时 , YpS[1, 二 50), 有 了 (BE)CLAEB), 且 

fh lim ffls CYSEL™(B)), (6.2.13) 


其 中 ，] 和 [|p 分别 天 未 5"CB) 和 ?C5 的 范 数 ， 证 阴 窗 为 
习题 . 


例 10 室 闻 于 人 大 2 生 -| 50) 设 亚 是 满足 和 |e:1?< 寺 0 


的 数列 了 = ti 全 体 按 通 当 的 线性 运算 所 成 的 线性 空间 ( 它 是 s 宅 
+ 2 村 。 


闻 的 线性 子 空 间 )， 令 
‘ov 
Bl 人 (Ze ) {(¥r= {rt EL), (6. 2.14) 
天 (6.2.14) 是 上 的 范 数 ， 
蔡 实 上 , {6.2.14) 电 然 满 足 范 数 的 条 件 (1)、(2) 和 (4), 并 且 当 
P 二 1 了 时 也 满足 范 数 条件 (3)， 当 91 叶 ， 令 gs Yr= {zr1), 


9= C0 Ys 二 {44}Eis, 类 似 于 例 8 可 证 


1, LH 


Saal< (Bla) (le), (6. 2, 15) 
J 了 
《6. 2. 16) 


不 纲 式 (6. 2.15) 与 (6.2.16) 也 分 别 叫 做 Holder 不 等 式 与 Min- 
kowski 在 和 殴 式 ， 出 不 钙 世 (6.2. 167 因 和 冯 | 当 31 上 (6.2.T4)7 世 
满足 范 数 条 件 (3)， 因 此 所 按 范 数 (6.2. 14) 厂 为 一 个 赋 儿 线性 持 


间 ， 
* 注 1 vVz= feijEirCLsp<< 二 co)， 必 有 
jim (Bel? ) -saplzll 《6.2.17) 
证 昌 贸 为 习题 


注 2 当 0<p-<1 时，Minkowski 不 竹 式 一 般 不 成 立 ， 这 时 
(6.2. 8X( 或 (6.2.14)) 不 是 27CE)( 或 2?) 上 的 范 数 ， 例 如 , p=， 


" 在 i? rh 光一 C1, 0, 0, 日 ， 5 y= 0,1,0,0,*), 下 然 


—— — re er pe nei -in 和， 


(Saiy DE >1+1- (Pla 中 (Pla ") ， 


因此 当 一 地 时 (6.2, 14) 不 是 2? 上 的 范 数 ， 


6. 2.3 ”线性 空间 上 的 等 价 范 数 

在 许多 分 本 问题 中 , 引进 范 数 或 距离 是 为 了 研究 某 种 收 化 性 ， 
甘心 的 是 在 -一 定 意义 下 的 歼 八 问题 而 不 吓 距 谨 本身 的 大 小 , 为 此 ， 
我 们 引 人 人 等 价 范 数 的 概 

定义 6G.2.3 设 在 线性 空间 瑟 寺 定义 了 两 个 范 数 下 4 与 1 和， 
我 们 称 上 .用 强 上 11 是 指 Yfzi 瑟 ,车 jos>0Ge so) 则 la 
0 (n> 00), 

如 果 ] 's 强 于 和 而 且 有 也 强 于 4, 则 称 上 二 与 上 jj; 等 价 . 

定理 和 3 设 革 是 线性 空间 ，1 上 上 与 i -1 是 苹 上 的 鸯 个 范 
数 , 则 | -1: 强 于 | 上 全 3 常数 c 汪 0, 使 得 

Jz Scere CV 2 人 EE}. 《6. 2. 18) 

证 绷 完 分 性 电 然 ， 下 证 必要 性 ， 用 友和 证 法 若 (6. 2. 18) 不 

成 立 , 则 YrxEN, 3xsE, 使 得 Ix 上 1 汪 2 上, 


令 gr 一 人 人， 一 方面 yo 有 一 1(YnSN)， 另 一 方面 
0<lynls< 2 (YnEN), 
所 Cy >00n— 00), 又 因为 外 1 蜗 于 上 有， 所 由 [y= 0 (> 
co)， 这 显然 是 一 个 矛盾 ， 证 毕 
推论 6. 2.4 设 民 是 线性 空间 ， 站 .人 与 人 1 是 了 上 的 两 个 范 
数 , 则 | .1 与 外 1 等 价 <=? 卫 常数 cl cs>0, 使 得 
cilzlsc lrcslzl (YER). 


例 11 在 线性 空间 Cia 5 中, YECL&, 5 全 
站 = max | FI 1 ， 


IT， =-(| #0 ay p< +0). 


由 本 节 全 4 和 例 8 知 ,上 上 及 上 1 都 是 CLa, 53 上 的 范 数 , 并 且 Y 
SCLm ?下 有 


i 
| 着 as 人 一 四， 6. 2. 19) 


因此 上 | 上 强 于 十 . 
例 12 在 轩 维 线 性 罕 间 有 下” ,Yi 下 了 Ty “Tn SR”, 令 


1a (et) 


4+=1 


Irs= 2, | z; |， 
ei 
Mra max {lzl, za},**, [zal}. 
显然 1 | -js 1 部 是 BR? 上 的 范 数 { 其 中 | 上 就 是 欧 几 里 得 范 
涩 [ 并 且 Yz 一 {TX;, Tap "sy zn) 亿 入 "， 有 


Tallellal elzl (6. 2. 20) 
因此 ,有 1, 上 人、 有 彼此 等 价 . 
在 86.8 我 们 还 要 证 明 # 维 线性 空间 上 的 任何 两 个 范 数 都 是 
等 价 的 . 


习 亚 $6.2 


1， 设 支 是 线性 空间 ，4 二 互 ， 证 明 pan4 是 包含 所 的 一 切线 性 子 空间 
的 次 . 
2。 设 五 是 线 性 空间 ,证 其 ; 
昌 号 六 昌 


ik tn ei 
pire 


(D 入 中 任何 一 族 丁 集 的 交 仍 是 西 集 ; 
(2) TYE 世 起 六 莹 是 唔 集 ， 则 于 二 招 十 zo18EA} 仍 是 同 华 ; 
(3) 设 如 一 全， 则 


so 四 -下 -ce 


t=1 


ln 
=l1, 2 + Ye- 
t=1 


3. 症 二 人 维 窑 疗 R: hs YR 
EN NE DE 


fal = max Cel [zs Hzlle= Ce, 1+ 1al dO 
(1) 证 期 用 外 在 一 到 33, 和 都 是 有 R: 的 苑 数 . 
(2) 在 如 ?中 到 定 三 点 ， 0= (00,0)， 夺 = 间 站,B 一 40,1); 试 在 .上述 四 
种 不 同 范 数 下 求 出 入 048 三 边 的 长 度 ， 
4， 喜 口 (0, 11 表 示 (0,1] 上 连续 且 有 界 的 陪 数 x(t) 的 爹 体 . YxtC (00, 11， 
仿 [z= sup lx(2)|, 证 明 : 


(1) 丰 . | 是 C00,11 上 的 范 数 

C2) C90,1] 中 点 列 {es 侠 范 数 上 | 收 伍 于 zu 的 完 要 条 件 是 位 nCt)} 在 
(0, 了 大 一 致 收 化 于 x0 人 4)， 

5 证 明 Cet)[a, 8](8 6.23 例 5) 接 (6.2. 们 定 久 的 | 成为 一 个 赋 范 线性 
宇 间 ,并且 Cep[ei 的 中 点 列 { 由 焦 范 数 收效 于 六 等 价 于 有 (99 的 下 到 无 阶 
导数 分 别 一 至 收 人 第 于 寺 匡 的 相应 阶 学 数 ， 

68， 证 明 [ay5]( 见 6.2 侧 站 接 (6.2. 合 定义 的 | 川 万 为 一 个 赋 范 线性 
空间 . 

7， 证 明 : 《1) ZC8) ( 见 6.2 全 昌 中 点 列 的 依 克 数 收 襄 等 纷 于 相应 
函数 列 的 几乎 处 处 一 致 收 合 ， 
(2) 设 加 过 十 0; 则 YPEL1; 十 00) ;有 "(8)CCL?(B), 且 

1 一 lim fl (YE 人 可 )。 


nely, reB, eer, 11, 


0 


F 
“8 Wm tim( Sled? ) 一 Sb I wz 人 EEC ), 


t=1 


2 


(zs | 6c9) 的 定名 风 间 686.2 例 30). 

9g， 证明” 线性 的 座 域 空间 :于 , p) 成 为 赂 范 线 性 空间 (了 ,|) { 指 泡 名 
与 由 褒 p 人 ;下 消 足 2 12 入 = 二 jz 一 冲 ，Yx 8 这 的 充 要 迷 信 是 

(1) PIE pO Yr EY, 

{2} plars =ialpo(rd) vaieR, YaEk)}., 

10。， 线 性 空间 5s ( 凤 §6.1 全 习 按 (6.1. 合 定 交 的 队 离 pC'，') 能 否 由 3 
J 上 : 茶 个 范 数 导 出 ? 汶 什 么 ? 

11， 在 CL0,1] 中 ，Y¥fECT0,1]; 令 


Hi 一 (Go pad), 


Hf (FF DI 1), 
证 明 ; 目测 和 四 此 是 CC0,1J] 上 的 两 个 名 价 范 数 ， 


§6.3 度 兽 空间 中 的 点 焦 及 连续 映射 


6.3,1 度量 空间 中 的 点 集 

在 第 二 章 中 ， 我 们 已 就 * 维 欧 几 里 得 空间 及 * 中 的 点 集 进行 
了 详细 的 讨论 ,介绍 了 邻 域 , 开 集 , 闭 集 , 导 和 集 、 闭 包 以 及 点 集 间 的 
距离 等 一 系列 概念 ,现在 把 这 些 概念 扩 广 到 一 般 度 量 空间 中 来 , 共 
中 大 多 数 定 六 的 叙述 和 定理 的 证 有 明 ， 几 乎 可 以 把 以 前 的 行文 逐 字 
逐 甸 地 移植 过 来 , 而 无 须 进行 多 大 的 改变 . 

在 本 小 节 中 ,我 们 总 是 设 (3, 站 是 度量 空间 , 并 简 记 作 三 ， 

定义 8.3.1 设 woEX,r? 是 一 个 正 数 . 点 集 {x1rEX, pp (zx, zo) 
过 7} 称 为 以 x6 为 中 心 ,以 ”为 半径 的 开 球 或 和 的 7 邻 域 , 记 作 口 
(zo rr) 点 信人 {|zEE 革 ,p(w 30) 所 Tj} 称 为 以 xo 为 中 心 ,以 ?为 举 径 
的 闭 球 , 记 作 号 (so 站; 点 集 {|4 革 ,p(X 20) 二 站 称 为 以 zw 为 中 
心 ,以 了 为 半 知 的 球面 , 记 作 5S (xo, "7). 

定 兴 6.3.2 设 xoEZX,ACX,， 瓜 xw 称 为 后 集 4 的 内 成 ， 是 

a Zs 


指 3r>0 使 OUzorC4 4 的 内 点 全 体 称 为 4 的 肉 域 。 记 作 4 
如 果 4 = 4?, 则 称 4 为 瑟 中 的 开 焦 ， 
称 互 中 包含 各 的 任何 开 集 为 mm 的 一 个 分 域 , 记 作 口 (0)， 
显然 , 驻 中 的 开 球 O(zo 7?) 是 无 由 的 开 集 ， 
指 Yr 守 0 都 有 (Ofzor) 一 {fzo) 门 4 天 安 . 4 的 极限 点 全 体 称 为 4 
的 导 集 , 记 作 4'， 如 果 4 二 4 则 称 4 是 闭 集 ;如 果 4 己 测 , 则 称 4 


a rr 


re 


背 Y7>0, 都 有 OCzos) 站 AZ; 且 0CroyT) 站 (下 一 起 关 B，A 的 
边界 点 全 体 称 为 4 的 边界 , 记 作 4?. 

点 zo 称 为 点 集 4 的 孤立 点 ， 是 指 3r>>0， 使 Q(zu mm 4= 
{zo) (显然 4 的 孤立 点 必 属 于 由 .如 果 了 4 的 每 一 点 都 是 孤立 点 ， 
则 称 扫 为 孤立 点 集 ， 如 果 四 中 每 一 点 都 是 孤立 点 ， 则 称 XX 是 离散 
的 度 思 空间 , 简称 为 离散 空间 . 


Te re 


点 zo 称 为 点 集 4 的 接触 点 ,是 指 Yzr>0， 都 有 OCz0, 7) 站 4A 沽 
写 。4 的 接触 点 金 位 称 为 4 的 闭 包 , 记 作 4 

显然 , 4 二 AU A 二 4 A? 一 AU A 二 五 一 (一 A)". 

注 6.3.1 第 二 章 的 定 班 2.1. 1, 定 理 2,1.3. 定 理 2.1.4， 定 
理 21. 5 定理 2.1.8. 推论 2.1.9. 定理 2.1.10, 定理 2.1. 11、 习 
题 2. 1 的 第 3,4 题 以 及 这 些 定理 和 习题 的 证 明 者 可 以 移植 到 度量 
室 间 ( 丰 , 中 来 ， 只 须 把 其 中 的 "有 换 成 旗 征 空间 到 把 欧 玫 
里 得 距离 " 换 成 度量 空间 苹 中 的 距离 5p， 为 了 令 后 应 用 方 指 起 见 ， 
现 特 这 些 定理 在 度量 空间 (XX 户 中 的 拓 广 形式 逐一 列 丛 如 下 : 

1” 开 焦 的 基本 和 性质 ;(1) 室 集 和 全 空间 所 是 开 集 ; 
(2) 任意 个 开 巢 之 并 为 开 集 ;(3) 有 限 个 开 集 之 交 是 升 集 , 

2” 寓 XoEX, 4X， 网 zoE4 人 4 中 有 有 音 项 互 异 的 点 烈 {z 中 
ss 3 


《3 天 罗 : 瑟 二 2) 履 仇 于 2 
” 设 4,BCX, 如 果 ACB, 则 4d'CB', A* 二 B*, ACB 

4 设 4, BCX, 刚 AU BY)’ 二 A'UB', AUB =A'!B. 

5” 设 4C 己 , 则 4',4 是 闭 集 ， 

6” 设 4C 罚 , 则 4 是 闭 集 全 A4= 二 A 

?7” 设 CX, 则 下 是 闵 集 合 了 一 了 是 开 集 . 

8” 闭 集 的 基本 性 质 :(1》 室 焦 和 爹 空间 民 是 闭 集 ; 

《2) 任意 个 团 集 之 交 为 闭 集 ;(3) 有 限 个 闭 集 之 并 是 义 集 . 

9” 设 4 忆 YX, 则 和 妇 恰 是 至 中 包含 4 的 所 有 闭 集 之 交 . 

10” 设 zeEX，ACX， 风 下 列 三 件 事 彼此 等 价 ; (1) zE4, 
《2) + 的 每 个 分 域 中 有 4 的 点 ，(3) 在 4 中 存在 点 列 {x,} 收 俩 
于 xz. 

由 干 集合 卫 的 任意 性 {内 要 非 空 }, 以 及 和 钼 基 上 上 定 交 距离 的 多 
样 性 , 在 一 般 度 量 空间 互 中 的 并 集 、 闭 集 痒 出 现 不 同 于 饮 儿 里 得 
空间 的 新 捕 襄 ， 例 各, 当 ({ 革 , p) 是 高 获 的 度量 空间 时 , 六 的 任 一 子 
集 都 是 开 党 ,也 是 牟 立 点 集 , 也 是 闭 柴 ， 这 种 情况 在 欧 几 里 得 空间 
中 不 可 能 出 现 ， 

定理 6.3.2 设 A4CX, 则 4 是 逆 集 司 Y fz Cd4， 沙 和 0 
则 xzoc4. 

证 阴 “全 : 设 4 是 财 集 ,yY fr Cd 若 zo>z， 据 注 人 3.1 
的 10°, zoE 和 =4 

er Von 据 注 6.3.1 的 3, 4 中 有 和 省 项 瑟 异 的 点 列 {x,} 
收 合十 xo、， 据 假设 知 ,zoE4, 上 4' 叶 4, 这 说 明 4 是 闭 集 ， 证 毕 . 

定理 人 3.3 没 人 0 旦 站 的 子 空间 ,人 

(1) Go 是 中 的 开 焦 后 了 中 的 开 集 G8, 使得 GG 一 GN 站 Xo， 

(2) Fo 是 芝 , 衬 的 闭 集 全 了 中 的 闭 焦 也, 使 得 Fo=: 了 站 并, 

证 明 《1 入 :> ;这 后 起 六 0 中 的 开 哑 , 则 YzE 而 ， 习 有 0 出 竟 

§ 1 = 


Cm 


: 升 球 Oy (x, TIDCG, 从 而 Go 二 ,UD Ox tx, Tx), 相应 于 Ox,(2， rz) 
作 雯 中 的 开 奈 Oxtz,72), 仿 如 二 对 Ox(z,7z), 则 是 立 中 的 开 


CD 一 U (Ors ro) NED = U Ortr, ra) = Go 
xen, TEQy 直 


CL ”EG | 旧 zE 人 , 因 下 是 天 中 开 集 ,所 3 

芒 中 的 开 球 Crxtz: 全 二 人 从 而 
Or (x, 7) 一 站 (2, NoCGN T= Go, 
所 以 rECG0)", Go (Go) 可 因此 ,Go 是 站 ,中 的 开 和 集 ， 

《2) Fo 是 苹 , 中 的 闭 僻 号 天 6 一 本 是 于, 中 的 开 集 合 3X 中 的 
开 集 ,使 得 苹 0 一 ,= 二 GN 六 0 也 驶 是 下 一 0 一 (GON) 二 ( 尘 一 
全 科 下 no 令 下 一 下 一 如 则 丈 是 所 中 的 也 集 ， 证 经 . 

定理 6.3.3 说明, 全 空间 中 的 开 集 , 闭 集 和 子 空间 作 奖 得 到 的 
集 是 子 空间 中 的 开 集 和 和 闭 集 ， 而 且 子 空间 中 的 开 集 和 出 集 都 古 可 
以 这 样 得 到 的 ， 畦 别 , 爹 空间 中 的 开 集 或 困 集 , 如 果 食 在 某 一 子 经 
陆 中 ， 那 未 八 是 这 一 - 子 空 间 中 的 开 集 和 六 集 ， 但 是 反 过 来 则 不 尽 
然 ， 然 而 , 如 果子 空间 是 多 空间 中 的 开 {( 财 ) 集 , 那 束 子 空间 中 的 一 
切 开 {内}) 集 都 是 金 空间 中 的 开 ( 团 ) 集 . 

定义 和 3.5 没 4CX, 称 z= 二 sup pz 的 为 点 集 生 的 


冯 径 , 当 4(4) 一 十 ce 时 ， 称 4 为 他 中 的 有 界 集 . 

星 然 ,也 中 的 点 集 4 有 界 <;3X 中 的 开 球 O(zu 7) 习 4. 

定 光 和 3 8 设 Yo 生疏 ， 4，B 忆 于 ， 称 p (xo 4A) 二 inf pro, x) 
为 点 兽 强 点 集 4 的 距离 ， 称 o(4, 瑟 = infp (zy 办 为 筷 .B 之 闻 


[ii ia 
FE 


中 这 里 始 开 球 加 上 下 标 空间 是 为 了 防止 洪 渭 ;例如 ，Ozolz Ts) 表示 万 中国 
为 中 心 、 纪 rz 汶 毕 径 的 开 球 ， 下属， 
人 


的 中 部 . 

显然 , TEAcyp(x0; 4d) 一 0。 

例 1 设 4 是 赋 范 线性 空间 互 的 线性 子 空 间 ， 则 4 是 训 中 
包含 的 最 小 的 闭 的 线性 于 空间 ， 

证 明 ”由 注 6.3.1 的 5° 知 , 4 是 闭 集 , 今 证 也 是 线性 于 空间 ， 
ve, gEA, 所 注 6.3.1 的 10°, 必 有 {rn} 、 {ys} 己 A, 合 ->x， > 
因此 z 十 的 -> 十 扩 但 ftzzs 二 的 }C 册 所 以 * 上 4 同样 可 以 证 明 
当 ER 时, axE4, 辕 紫 4 是 线性 子 空间 .由 注 6.3.1 的 9° 知 ， 4 
是 包含 4 的 最 小 的 闭 集 ， 因 而 4 是 苹 中 包含 4 的 最 小 的 闲 的 线 
性 子 空间 ， 

定义 6.3.7 设 4 是 赋 范 线性 空间 支 的 子 集 , 称 span4d 是 由 
妆 4 张 成 的 线性 团子 空间 . 

例 2 设 BFa,5j 是 区 问 [La， 如 未 有 界 潜 数 x= 二 x( 四 金 体 按 通 
常 的 线性 运算 和 范 数 Jz| 二 sup | st 所 成 的 赋 范 线性 室 间 ， 邻 


4 是 区 问 [6,5](a<§<5) 的 特征 函数 Xte, a(') 爹 体 ,最 然 4CB 
Ta 6] 则 4 所 张 成 的 线性 闭 子 空间 span4 >Cfa, 1 


证 明 YaEvTa, »1, 令 i > 一 在 上 二 (5 a), i=0, 1, 2 +" Rs 
2 一 1 3 YnSN, 作 [a,5] 上 的 阶梯 菠 数 
nf) (EI CCX, acne)) 


+ Or(E CX Ct) —X [a 1 (20). 


刚 span 4, 仿 证 lim ffx, zi 二 0. 


事实 上 ,良和 王 当 tE[a,2 人 时， zn(6) 二 X20); 当 tCEE 
站 时 ze 二 2 所 
i 囊 坟 于 


和 一 2 sup Tatt 一 人 人 | 
[二 了 


maxf sup eréY) ee), ,sup se 
aerai™? § nD 


—z(t)1,E= 2 R} 
sup |e(i)—rtt yt, 
"1 ” [ti] 
ET 
因 汰 z(t) 在 [9 玖 二 一 至 连续 , 所 以 
yr >0,36>0,YE, tae,5 ,只 委 |1 一 茹 [< 之 9, 识 有 


二 (二 二， 


取 自 然 数 入， 使 : pe 


实时 ,有 


sup ， 1xCt)— wt") | Se 


下 罗 


一 唱 
ES 


从 而 当 ?二 交 村 ,有 jz 一 ze。 葬 


limzu 一 2 一 0 Bax(R-> 00), 
访 咯 :> 


握 注 6.3.1 了 的 10?，zEspan4。 证 毕 ， 


6. 3.2 连续 观 射 

在 本 小 闻 中 , 我 们 总 是 设 ( 革 , pD)、(7,@) 是 度量 空 间 ， 并 分 别 
简 记 作 式 . 虐 ， 

定义 6,3.8 设 4CX,T;4-> 了 是 一 映射 , 称 全 在 点 ros4 是 
连续 的 ， 如 果 对 于 了 zo 在 中 的 任何 邻 起 OCTz0)， 必 有 6 仁太 
中 的 一 个 邻 域 O(xo), 使 得 了 TCO(Cz0) 站 4)COCTzo) { 即 当 X60 120) 
NA TrEO (Pro)), 

如 果 陵 射 了 在 4 的 每 一 点 都 连续 , 就 称 T 是 4 上 的 这 续 睦 射 
"3 


或 简称 是 连续 映射 。 特 别 地 , 当 象 空间 了 是 实数 域 或 复数 域 时 ， 
称 了 了 为 ( 实 值 或 复 信 ) 连续 函数， 

定理 6.3.4 设 4CX，T:4-> 了 是 一 映射 则 下 列 三 件 事 
等 价 ， 

(1) 卫 在 点 wos4 是 连续 的 ， 

(2) 对 于 Tx 在 了 中 的 任 一 e- 邹 域 DO{Txo, 2)， 必 有 有 Xo 在 也 
中 的 5- 邻 三 D(zo 四 ,使 得 TC0(z0, 6) 站 4) C0 (To, 8). 

(3) Y {zn)Cd, 若 Pp (zs, ri 一 0(a->co)， 则 本 下 wo Tr0) ->0 
(RR 00). 

证 明 (1) 过 (2): 设 T 在 点 x0&4 连续 ， 则 由 连续 的 定义 ， 
对 于 Two 在 王 中 的 尾 一 e- 邻 成 Orzo e， 必 有 在 下 中 的 一 个 
邻 域 0(z0) ,使 得 2(O(tzondCOotrzoe， 因 mm 是 O(zo 的 内 
点 , 必 有 zo 在 卫 中 的 5- 邻 域 O(zo 5) OCro), 固 此 

T(O(0o HO NA CTOCGY NN AY TOPSo, 8). 
即 (2) 成 并 ， 

(2) 二 (3)， 设 了 TT 在 点 zoE4 处 适合 条 件 (2)，YtazjCC4， 昔 
plzny zo)->0(a->co), 必 有 自然 数 W, 使 当 ?3 下 时 ,pfzo 20) 之 5 
即 mWED(ro 6) 站 4 从 而 TzsE0(CTzo, 2), 即 当 n> 时 ,有 d(Tzn 
Tz0) 之 e; 国 叱 UTz6, Tzo) 一 0(a 王 00)， (8) 成立， z 

C3) 过 {1): 假设 于 在 点 xoc4 处 不 连续 , 则 必 有 Tzo 在 了 中 的 
邻 域 0CTzo), 使 得 对 村 zo 在 卫 中 的 任何 令 域 O70),T(0(z0 几 4) 


不 包含 OCTa0) 之 中 ,特别 地 ， 对 于 mm 在 入 中 的 二 -人 域 0( zo 
1 
让 )(YaEN), 有 

znE0( a ， 去 ) 让 由 ,于 2 站 (0 


因此 ?4 上 2， prs To0) >0(R—>00), 但 d(T, TY0) > 
由 加 写生 


0(n->c0), 这 与 (3) 子 盾 ， 因 此 (1) 成 立 ， 证 毕 . 

定理 6.3.5 设 了 :三 ->Y 是 一 映射 ， 则 人 在 凶 上 连续 “了 中 
任 一 开 集 的 原 象 全 (6 一 {zE 六 |T2EG) 是 也 中 的 开 集 . 

证 明 “=>”; 设 了 在 每 上 连续 ，G 是 了 中 任 一 开 集 ， 如 果 
T-1(G) 是 空 集 ， 它 自然 是 下 中 的 开 集 ， 各 果 25000 和 好，VaaE 
TO), 则 人 TzuEG, 于 是 G 就 是 Txo 在 了 中 的 一 个 邻 域 ,由 于 在 
点 wo 处 是 连续 的 , 必 有 mm 在 和 中 的 一 个 邻 域 O(z0) ,使 得 TCOCz0)) 
CG. 据 定 理 1.2.2 的 个 和 ,Ofx0) CT-ET(O(0)) JECT (OD. 
所 以 mm 是 ZT-:(9) 的 内 点 ,因此 让 (G6) 是 玉 中 的 开 集 - 

“7?, 设 了 中 任 一 开 集 的 原 象 是 也 中 的 开 集 ，YxoS 和 , 则 了 ze 
在 了 中 的 任 一 爷 域 OCTz0) 的 愿 象 了 -1C0CTz0)) 是 下 中 的 开 集 . 显 
然 zo0ET (OCT20)), 因此 TCO0(T20)) 就 是 wo 在世 中 的 一 个 铝 
域 ， 据 定理 1. 2.2 的 7)， 

THETICOCTE0)) LEO (Ty0), 
从 而 TP 了 在 zo 外 是 连续 的 ， 自 zoE 的 任意 性 知 ， 了 了 在 了 上 连续 . 
证 毕 . z 

定理 6. 8.5 中 的 升 集 可 以 换 成 闲 集 ， 

推 猴 86.3.5 设 兄 : 工 -> 了 是 一 映射 ， 则 工 在 也 上 连续 人 SY 中 
任 一 闭 禾 下 的 原 象 了-! (fF) 是 区 中 的 闭 集 . 

定 信 6.3.9 训 ACCX,BCY,T:A—>B 起 间 到 8B 上 的 一 一 里 
射 ,并且 全 以 及 它 的 逆 映 射 T-! 都 是 连续 的 , 则 称 了 是 44 到 8B 上 的 
拓扑 映射 ， 这 时 称 妇 和 是 拔 外 同 构 况 同 晨 的 ， 

假如 两 个 度量 空间 和 了 是 拓 装 辐 构 的 , 由 定理 6. 3. 5 知 , 此 
时 不 仅 宇 , 了 之 间 的 点 可 以 一 一 对 应 , 而 且 工 , 了 中 所 有 邻 域 之 间 
也 是 一 一 对 应 的 ， 击 于 连续 性 的 髓 念 只 依赖 于 邻 域 的 概念 ， 因 此 
在 只 讨论 仅 与 迷 续 性 右 关 的 问题 时 ， 可 以 把 两 个 拓扑 加 构 的 空间 
看 成 星 一 人 个， 拓扑 同 构 是 拓扑 空间 理论 中 很 重要 的 流 念 . 

四 了 本 最 


a 


我 们 把 子 集 和 44 和 召 都 分 别 看 成 度 其 空间， 由 定理 6. 3.5 和 推 
论 6. 3.6 可 知 ，44 到 BB 上 的 一 一 鼎 射 守成 为 拓 扣 映射 的 充 要 条 件 
是 :4 中 任何 开 ( 闭 ) 集 的 象 是 BB 中 开 ( 闭 ) 集 , 并 且 五 中 前 开 ( 闲 ) 集 
必 是 4 中 某 一 开 ( 闭 ) 集 的 象 ， 


习 题 6.3 
1， 施 量 空间 中 开 球 的 闭 包 是 闭 球 吗 ? 贼 范 线 性 空间 中 开 球 的 用 包 是 阁 
球 吗 为 什么 
2， 设 [六 , 户 是 度 基 空间 ;4 二 六;,* 汪 0， 证 助 
OCA TY = {ri ERE, Pry A rt} 
是 站 中 的 开 集 ， 
3， 证 时 : 
{1) 座 晤 空间 中 的 插 一 闭 琳 必 为 可 数 个 开 集 之 交 ， 
(2) 度量 空间 中 的 尾 一 开 集 必 为 可 数 个 六 集 之 并 . 
4， 设 {于 ， PP} 是 度量 空间 , mcE， 证 了 明 国 数 一 > (xorT) {IE 下 ) 是 
玉 上 的 连续 函数 ， 
5， 证 明 麻 量 室 间 中 的 由 球 , 球面 都 是 闭 集 ， 
6。 设 瑟 是 诬 显 空间 ， Fi 荐 这 中 不 相交 的 两 个 团委 ; 则 
看 在 下 中 的 于 集 在 ,Gs 俱 得 
NG mH om, GF,. 
7， 投 ( 莹 ,站 是 度 其 空间, 4C 亚 三， 全 
{C2) —inf p(x, #) (rET), 
由 了 (2 是 玫 上 的 连续 国 数 ， 
8， 设 下 为 度 朋 空间, Fj、 fs 为 下 中 在 相 变 的 闭 集 , 峙 存 征 互 上 的 连续 图 
娄 了 (全 得 当时 ,一 0; 当 x 本 时, 二 1 
和 设 4 是 不 范 急 性 室 问 吾 的 有 了 攻 子 集 , 则 
span d=--shanA, 
10， 设 {下 ,让 y PT， 这， D2) 都 是 麻 旺 空间 ， 了 是 (下 ,六 一 >( 了 中) 
的 连续 映射 ,# 是 人 ;Pp1) 一 > {名 ;P39) 的 这 续 上 映射 ， 则 时 是 (和 有 彰 一 (2 
pt 的 运 综 忌 射 ， 
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11。， 设 蕊 是 度 基 空间 , 4 是 下 上 陪 子 宇 剖 , 了 十 及 上 的 洋 国 玫 ; 出 了 成 为 达 
续 国 数 前 充 划 条 件 是 对 每 不 实数 e， 巢 4 雪人 中 与 集 站 [Fe] 是 子 空间 4 中 
的 闲 集 , 


12。 设 BC[a,51, 旭 Cie,#81 中 的 集 他 | 当 维 恕 时， 了 (和) 二 0 是 团 集 , 而 
且 集 
二 [和 当 EEB 了 时 | 六 昌 | 二 时 (> 的 
是 开 集 的 充 要 秒 件 是 吾 为 财 焦 . 
13。 证 明 ， 按 C65 中 注 娄 ,CCay 四 是 如 [5 四 的 非 六 的 子 空间 . 


$6.4 向 密 性 与 可 分 性 

6. 4.1 条 密集 与 疏 朗 集 

在 第 二 章 我 们 已 经 介绍 了 % 维 欧 几 里 得 空间 RR" 中 的 条 密集 
和 奢 朗 集 的 概念 , 现在 把 它们 拓 广 到 一 般 度量 空间 中 来 , 

定义 6,4.1 设 五 是 度 最 空间 , 4, 百 C， 如 果 吾 中 任何 一 点 
z 的 任何 邻 域 中 部 含 有 4 中 的 点 ， 就 称 4 在 加 中 稠密 ， 当 殷 在 了 
中 稠密 时 ， 就 称 4 是 瑟 中 的 稠密 集 . 

由 注 6. 3.1 的 10° 可 立即 得 到 如 下 定理 

定理 8.4.1 设 和 世 是 庶 量 空间 , 4, 性 太 ， 

(1) 4 在 殖 中 短 密 <> 4 二 

(2) 4 在 五 中 稠密 < 寺 >YxE8, 有 业 中 的 点 列 [zj, za 一 z， 

定理 6.4.2 设 和 是 度量 空间 ，4, B,CCX， 如 果 B 在 4 中 
稠密 ,C 在 8 中 稠密 , 则 0 在 4 中 稠密 . 

证 明 ”由 定理 .4.1 的 (1) 知 , 8 二 4, 5 二 8B. 但 百 是 包含 昌 
的 最 小 闭 集 ， 所 以 5 二 蕊 即 5 二 4, 因 此 C0 在 4 中 秽 密 ， 证 毕 . 

本 节 以 下 用 卫 表 示 一 元 多 项 式 全 体 所 成 的 线性 空间 ， 我 们 把 
它 看 成 放量 空间 O[a,8] 的 子 集 ， 那 未 Weierstrass 的 通 近 定理 
( 凤 ; 对 区 闻 Ee, 99 上 的 任何 一 个 连续 函数 fo， 必 存在 … 列 多 项 


加 当家 旺 


趟 P,(z 在 [a,5] 上 一 致 收 敏 于 jz)， 可 用 度量 空间 的 稠密 性 改 
述 如 下 : 

定理 人 .4,3 了 在 0[a;5J 中 是 稠密 的 . 

定理 6.4.4 设 BEY,(pEN), LB) (1 才 p 过 十 co0) 中 的 有 办 
可 测 函 数 全 体 B(E) 是 过 (BE 的 稠密 子 集 ， 

证 明 YE 作 国 数列 

f(x), {fC7) 和 各 
f(x) -jo f(z) | 过 R12 

则 疡 (zy 《1 2 …) 是 L?(B) 中 的 一 到 有 守 可 湖 明 数 ， 
Bf.EBCEY (R=1,2,."), H. 


| De 一 Rearz=|， ,Is))? dr, YaEN,. 


Bilfi>al 


由 于 |f1?EL'CE), 据 积分 的 绝对 连续 性 ， 
Ye 0, 356>0, 
使 得 当 eCB, me 一 0 有时 , 霹 了 江 
| [fC2) | ?dg er. 
因为 


arm(BL|f|>nD) <| 


fCr) ?ar 
| 吾 【| 子 [六 的 】 
<|, [F(z) rar, YaEN, 
所 以 3 自然 数 ,使 当 # 汪 信 时 ,m{B[1f|>># 了 <<6, 从 而 当 ma 
时 ， 
1 月 =( fa) lds) < 
好 了 -> 所 以 B( 权 在 L?(8) 中 稠密 ， 证 张 . 
定理 6.4.5 设 EY LC(B)(1 坟 ?之 十 C0) 中 的 有 界 连 继 后 
数 全 体 对 (BE) 在 Lz(B) 中 是 狂 密 的 . 
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证 明 由 定理 6.4.2 和 定理 6. 4. 4 可 知 ， 只 须 证 明 按 5?(E) 
的 距离 ，M() 在 B{B) (B( 瑟 是 L?(B) 中 有 界 可 测 函 数 全 体 ) 中 
秽 密 就 可 以 了 . 

YEBrBJ， 设 | ry | 之 (VYzEFY，YWe>>0， 据 定理 4.3,1 
CTJyata 定理 ), 对 于 正 数 5={( 全) ,3 上 的 连续 函数 9(x)， 便 
得 扣 (B[f 取 9 之 6， 不 妨 设 19(z)1 扫 下 《〈YzE 本 ， 如 果 不 对 的 
话 , 把 氏 z) 换 成 连续 男 数 

max(inin( 约 7) 本) 一 五 ) 
就 行 了 ， 于 是 
| -gpaz= 人 一 了 lot 1 一 gjraz 


四 一 友 【[ 子 天 由 ] 
| EA 
(2K)?.6= er, 
因此 了 一 gELz(8), 由 于 Lr(5) 是 线性 空间 ， 从 而 9=f 一 (f-…)E 
Lr(), 且 陡 一 四 过 e， 这 说 明 OCf; 6) 中 有 履 ( 辐 中 的 点 9g， 所 以 
MB) 接 Lr(5) 中 的 距离 在 B(8) 中 黎 密 ， 证 素 . 
注 据 定理 43.2 的 广 ,把 定理 6.4.5 中 的 多 , 改 成 经， 
(vEN) 时 , 所 得 定理 仍然 成 立 . 
推论 8.4.6 王 和 Cep] 在 二 [ao(sp< cc) 中 稠密 . 
证 明 ”出 定 理 6. 4.5 知 , C[a, 5 是 Lr[5a,5] 中 的 移 窗 集 ， 只 
须 再 证 按 5?[a, 5 中 的 距离 ,P 在 Co 妇 中 玉 密 
时 JECTa 8 YE>0, 提 定理 4.3,j9EP, 使 得 


max [f(t)— g(t)|<—— 1, 
好 志和 去 下 (Bb—a)? 


,， 8 
从 而 fg =() 9D 一 CDTe ) 二 se。 证 毕 


40， 


由 $6.3 例 2 和 推论 6.4.6 可 立即 得 到 

推论 &4.7 设 4 是 区 间 [9,£](o<# 志 了 ) 的 特征 函数 和 Yto,f') 
金 体 , 则 Span4([a,5] 上 的 左 方 连续 的 阶梯 函数 金 体 ) 在 L?[a, 57 
(1 声 p 之 十 00) 中 移 密 . 

定义 6.4.2 设 玉 是 度量 空间 ，4CCZ， 如 果 4 不 在 下 的 任 
何 一 个 非 空 的 开 集 中 条 密 , 就 称 4 是 工 中 的 栈 朗 集 . 

显然 ， 这 个 定 叉 中 的 非 室 开 集 可 以 换 成 半径 大 于 霍 的 开 蒜 , 

定理 6.4.8 设 下 是 度 曾 空 间 , 4CX, 则 下 列 三 件 事 等 价 : 

(1) 4 是 开 中 的 朴 角 集 . 

(2) (A) "=. 

《3) 对 于 蕊 中 的 任何 闭 球 8(z,r)， 都 看 在 闭 球 B(ziy 71) 忆 
了 tr 使 得 召 (zi 7 个 A4= 3， 

证 明 (3)=> (及 (]) 人 (2 都 是 显然 的 ， 下 证 (2)->(3): 

假若 至 中 存在 半球 B(x ro), 使 得 B(xo, ro) 中 的 任何 闲 妹 总 
含有 壬 中 的 点 , 则 B(xzo, ro) 中 的 任何 开 球 也 含有 4 中 的 点 ， 从 而 
ADB, ro OO (ro, To), 间 zoc(d) . 这 与 条 件 (2) 了 矛盾， 因此 
(8) 成 立 ， 证 毕 . 

定义 6.4,3 度量 空间 了 中 的 点 集 称 为 第 一 纲 集 ， 是 指 它 可 
以 展示 成 为 至 多 可 数 个 栈 朗 集 的 并 ; 而 并 中 不 是 第 一 纲 集 的 点 集 
称 为 第 二 纲 集 . 

由 于 欧 开 里 得 空间 中 的 单元 骂 集 是 蔚 朗 集 ， 所 以 欧 几 里 得 空 
闻 中 的 任 一 可 数 集 都 是 第 一 岗 集 ， 至 于 第 二 纲 集 我 们 将 在 86.5 
中 给 出 . 


6.4.2 可 分 集 


定义 6.4.4 设 式 尼 度量 空间 , 4 入 和 ， 如 果 存 在 及 中 的 有 限 
集 玻 可 数 集 B, 醒 B 在 4 中 称 密 ,就 称 4 是 于 中 的 可 分 集 ， 当 空间 
。 学 


人 


蕊 本 身 是 可 分 集 时 , 称 世 是 可 分 空间 ， 

例 1 4 维 欧 几 里 得 空间 民 " 是 可 分 空间 ， 因 为 坐标 为 有 理 
数 的 点 ( 即 有 理 点 ) 的 全 体 是 及 " 中 的 可 数 的 秽 客 集 ， 

例 2 空间 ip 人 1 扫 38< 二 十 oo) 是 可 分 室 间 . 

证 明 ”我们 仅 就 i? 是 实 空间 的 情形 进行 征明 ， 令 

4 一 也 一 (gp go 有理数， 

mEIN}, 

则 站 是 1? 中 的 可 数 集 ， 只 须 再 证 4 在 1? 中 详 密 ，Yzx 一 (#1，zs 


"ELP， Ye>0， 由 于 之 [zz< 十 co, 必 有 mmEN 使 得 


py [zx; | ?<< ($). 


i=in+t+l1 


对 于 Tr oy "sinsy 到 有 更 数 Ws Ves ms Bins 使 得 
i Jt 7 < ey, 
1 yi (3) 
二 起 半 中 有 阅 成 二 C1 0 Os Ty a 
的 中 离 
en ES 
plss Dlr—ol (Biel ) 


i=1 


= py EA 


一 一 区 -HH LE 


1 1 
< 下 的 | se we 
在 下 面 的 两 个 例 了 中, 用 Po 表示 系数 是 有 理 数 的 (一 元 ) 多 项 
式 全 作 . 由 第 一 章 习 题 1. 3 的 2 知 , Po 是 可 数 集 . 
例 3 CLo2 是 可 分 空间 ， 
证 明 ” 据 定理 6. 4. 3 王 在 Ce 纪 中 秽 密 。 只 须 再 证 按 QLa， 
a 2 


8j 中 的 距离 , Po 在 了 中 称 密 . 


YH)= Dor!EP, Ye>0, 了 


= 
Po(¥) = DP ris’EP, 使 
了 一 了 昕 


[oir | < | ==0,1, 2,*"", HN, 


共 中 4=max(lal， 四 上 vseta 5 有 


[pC — gow) 1 ,er—rs | iz 


=D 


7 td 


= £, 
从 而 
lp—pol= max [P(X)— Plz). 证 毕 ， 
例 4 了 工 红 6 所 p 之 十 00) 是 可 分 空间 , 
证 明 ”由 推论 6. 4.6 知 ,了 在 Tz[La,b7 中 秋 密 ， 只 须 再 证 Po 
( 按 二 Fe 5 中 的 距离 ) 在 避 中 得 窒 ，Y9EP, Ye 之 0， 由 于 Po ( 按 
Cia, 5] 中 的 下 离 ) 在 于 中 说 密 , 所 以 395EPo, 使 得 


max |g(2)— 47)| 二 一 一 
ELo,h) (ba) 
从 而 
i 
le—gol=(| lg 一 oz)lzgz ) 
< max 19(7) 一 go(z)|. 8 一 95<<e， 证 毕 . 


下 面 举 两 个 不 可 分 度量 空间 的 说 子 . 


例 8 有 并 数列 空间 !* 是 不 可 分 的 , 
证 明 作 久 中 的 点 和 集 
D= {r= (ry ta) [rEfD, 1}, 3 =1, 2,*}, 
由 第 二 台 准 论 202 知 ,了 是 不 可 数 滞 假若 1 是 可 分 区， 则 存 


在 可 数 子 集 (pu 在 1 中 更 密 ,从 而 YzED, Of( 2, 于)n 区 村 头马 .由 
于 刀 不 可 数 ， fg 中 可 数 , 因此 总 有 zz"EDfz 天 2 ) 及 某 个 bi 
0, 使 得 gE0(z'， 吉 no(w', 计 但 也 中 任 并 两 个 不 同 的 
点 之 间 的 距离 为 1, 因此 

1=p(8', 4 ) Sp, yao) + p(yrw 2" ) < 十 言 = 


矛盾 说 明 1” 是 不 可 分 的 证 毕 . 
例 6 空间 Er(B) (BE 儿 . ,EN m8:>0) 是 不 可 分 的 ， 这 可 
用 类 似 子 例 5 米 证 明 ( 留 作 习 一 ). 
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司 - 出 现 的 


习 题 6.4 


1。 证 明和 密 项 式 全 体 在 中 [a,5] 中 秋 密 . 

2。 投 互 ,了 是 座 量 空间 ,页 > 了 是 连续 映射 ， 4 让 下 中 稠密 ,征明 (四) 
在 了 (7 中稻 密 ， 

3 证 4 是 度量 空间 开 中 的 可 分 集 ， 则 必 存 在 和 的 有 限 和子 集 或 可 数 子 集 
了 ,使 等 吾 在 4 中 稠密 . 

4。 证明 空间 下 (本 (要 E 呈 TYEI 4 区 汪 的 是 不 可 芬 的 . 

5， 设 BL4,51 家 示 [6;8] 上 实 有 异国 数 全 体 ，Y7f， 针 五 -0g， 规 定 距 
离 为 

PR 六 及 一 sup, f(t 990]. 


证 团 BT,5] 不 是 吉 分 空间 . 
6， 说 4 是 度量 空间 成 中 的 可 分 集 , 则 4 的 势 不 超 过 只， 


a 4 * 


$6.5 完备 性 

6.5.1 完备 度量 空间 的 概念 及 例 

定义 6.5.1 度量 空间 (IT P) 中 的 局 列 {z 叫 敌 基本 列 或 
Cauchy 列 是 指 : Ye>>0,3 了 自然数 育 一 入 (5), 使 当 n 下 衬 交 时 ， 
P (Thy Lm) Le. 

度量 空间 习 叫 散 完 备 的 ， 是 指 开 中 的 任 一 基本 列 都 是 收 丝 点 
列 ， 完 备 的 冉 范 线性 空间 又 称 为 Banach 空 问 ， 如 果 筷 是 度 最 空 
间 ， 4 古 圣 的 子 空 间 , 当 44 作 为 度量 空间 是 完备 的 ， 训 称 44 是 五 的 
完 委 子 空间 . 

注 一 个 不 完备 的 度量 空间 可 以 有 完备 的 子 空间 ， 例 如 ， 设 
Q 是 有 理 数 全 体 按 距离 

Pr Ti 一 | 和 一 7 Vr To) 


所 成 的 应 量 空 闻 ， 由 于 有 理 数列 1 十 计 1(w=1,2,…") 是 中 


的 基本 列 , 但 它 在 QQ 中 开 不 收敛 ,所以 QQ 是 不 完全 的 ， 用 万 表示 
整数 全 体 , 则 万 作为 的 子 空间 是 鞠 备 的 ， 


定理 6.5.1 设 (X,p) 是 度 时 空间 . 


(1) 到 中 的 收 敏 点 列 是 基本 列 . 

(2)》 如 果 互 中 的 基本 列 {z 有 子 列 {z) 收 合 于 rEX, 刚 {x,} 
也 收 钱 于 x. 

(3) 蔷 中 的 任 一 完备 子 空间 必 是 世 的 逆 子 集 . 

(4) 如 果 瑟 是 完备 的 ， 则 碟 中 的 任 一 闭 子 集 必 是 碟 的 完备 
子 空 间 , 

证 明 ”我 们 只 证 明 (1).(2), 其 余 留 为 习题 . 

(1) 设 {z 中 记忆 ,ro>zEX、 由 不 等 式 

和 4 


Dlxns Zn) pt, TY 二 p(Tm; 2 (Yn, mEN) 
下 好 可 知 {tn} 是 下 中 的 基本 启 ， 
《2) 设 {1 中 是 于 中 的 基本 列 , 则 Ye>0， 卫 自然 数 交 一 冯 (e)， 


使 当 轴 和 > 时 ，p(zo am) 天 三， 又 因为 {z} 有 子 列 {zi,} 收 伊 于 


zE 吕 ,所 以 3 自然 数 让 之 为 ， 当 关公 ' 时 ,Pp (zaws2)<<5. 由 此 
可 知 ， 当 NN 时 ， 任 取 了 都 有 有 
P(zo EP (tn mnt 十 六 (Znsyz) < 十 训 二 5 


所 以 zm 一 #。 证 毕 , 

例 1 一 致 离散 的 度量 空间 是 完备 的 ， 事 实 上 ， 如 果 {4w} 是 
空间 的 基本 列 , 由 一 致 离散 性 可 知 必 存 在 自然 数 育 ， 当 # 守 和 时， 
gr 一 2 一 zx 一 因而 {znl 站 化 于 rw， 从 而 空间 是 完备 
的 ， 证 毕 

例 2 ?3 维 欧 几 里 得 空间 召 " 是 Banach 空间 . 

证 明 设 {zw 一 {GI 22 om 是 R" 中 的 基本 列 ， 
由 于 

| 一 2 en — zl -(5 EP. )， i 一 2 
办 ,YY 各 ,下 EIN ， . ~ 
所 习 , 对 每 个 i {xf"} 是 基本 数列 ， 所 数列 的 Cauchy 收 人 就 原理 ， 
和 19! 有 极限 zf, 记 

Xo= (x , FAD, FD), ro RR 
因为 
limzI™ =2 (j=1,2,.,®, 


所 以 Ye 三 0， 3 自 然 数 Nj 当 mj 时 ， 


Wt gr 


FF 


取 疼 = maxN;, 而 当 和 w 法 时， 
三 本 宝 于 
| 一 2 【7 一 2， 2), 
从 而 当 加 宇 NW 时 ， 
4 上 
ans =( 关门 <e. 
1=1 


因此 xm 王 zo 证 毕 ， 

例 3 Clia,5] 是 Banach 空间 . 

证 明 设 {f 是 CEe 8 中 的 基本 列 , 则 Ye>0，3 了 自然 数 入， 

当 nN 时 
] — fl —max [f(ti)— fn(t)r te, 
由 一 致 收 仑 函数 列 的 Cauchy 准则 知 , tf CE} 在 [ww5] 上 一 致 收 
冲 于 一 过 续 冰 数 了 #), 即 | 
fecLa, $1, 旦 | 一 放 一 502 一 ceo) 证 毕 ， 

例 4 空间 CPCa,5J 是 Banach 空间 《可 仿 例 3 进行 证 明 ). 

例 5 .空间 L?(8) (1 之 十 500) 是 Banach 空间 ， 

证 明 设 {1f.} 是 LP(B) 中 的 基本 列 , 于 是 Y0>0 及 Y6>0， 
自然 数 浆 = 站 fc 本， 使 当 ,了 k 写 时 ,有 


or6> (| 有 一 fi 一 | HH 一 各 az 
之 | [ffalrdr om BE lf fn| >0]) 
下 [7 一 了 mlse] 
即 当 加 > 时 ,加 (BE| 天 一 f | 之 9 了 <<6， 据 第 四 章 习 题 4. 2 的 
第 5 题 , {fu(z 站 在 瑟 上 依 油 度 收 化 于 一 可 浏 网 数 fCz)， 上 而 指定 思 
4.2.3 的 4) (Riesz 定理 ), 必 有 {fn} 的 子 列 {f,}， 使 得 疡 一 /二 
五 。、 从 而 Yr<x 有 


| 一 2 i 了 i (i 0), 


另 一 方面 ， 因 {) 是 z2( 到 中 的 基本 列 ， 所 以 Ye>>0， 3 自然 数 
入 二 N82) 使 当 n,m 宇和 时 ， 

Ifo— fnl ee. 
固定 n>N, 取 避 =, 据 Fatou 引 理 ,就 有 


sllf, -fl= Ia 人 天 一 名 ray 


1 下 
=(im{ ,fe fo 1rd) (| imglfs fl ?as) 


(人 -flaz) 
从 而 fw 一 1?(B), 又 因为 L*(B) 是 线性 空间 ,所 以 
f=fn- (fr—) ECL?(E), 

有 | 六 一 月 一 0(a 一 cp， 证 毕 ， 

例 6 空间 21"(8) 是 Banach 空洞 (证 明 留 为 习题 )， 

例 7 空间 ?7(I 夺 2 之 十 co0) 是 Banach 空间 . 

证 明 设 {xs) 一 1 全 各 是 正中 的 基本 列 , 则 Ye 盖 小 
3 自然 数 育 , 当 m 下 之 人 时 ,有 


Bhp 主 - 
eaten (DI 1s b> 8 一 
站 一 于 


i 2- 
所 以 对 每 个 i 直 扣 } 收 敏 , 设 
Jim £0 6 =1, 9, 


[2 -他 司 


记 Y= (sw)， 由 了 上 曾 的 不 生起 郑 ,Y 自 铸 数 刀 有 
SE — Em Per (ny 全 六 不 )， 
t=l 


“48 + 


国定 a32N 令 加 ->00, 就 得 到 
DE" él er. 
再 令 >co, 就 得 到 
Dé le (Va>N). 
从 而 #5 一 xEL?, 又 因为 1? 是 线性 空间 , 所 以 
人 一 %N 一 《zy 一 2 二 rp lO—tl->0(n->00)， 和 证 毕 , 
例 8 空间 1”" 是 Banach 空间 (证 明 留 为 习题 )， 
下 面 的 例子 说 明 , 空间 之 完备 与 否 与 其 上 的 距离 (或 范 数 ) 紧 
密 相关 
例 9 如 果 在 线性 空间 Cre 拉 中 了 赋 以 另 一 范 数 
fs=| flat (CYJEcLo by), 
即 把 CLa, 本 看 成 5a 8 的 子 空间 , 则 (CEey53 和 .上 是 不 完备 
的 赋 范 线性 空间 ， 事 实 上 , YcE(4, 的 ,例如 取 c= 2 二， 令 
ft) FC igntt —0),， 人 b}, R= 1 2, 
则 {fo} CF a 8] 在 Fa,5] 上 f,( 引 处 处 收 合 于 函数 
江 上 
a? 当 gfe 有 时， 
ft) =<0, 当 t= 二 c 时 ， 
Es 当 c<E < 总和 时， 
显然 fEL'[q,5], 由 Lebesgue 有 界 收 敏 定理 知 ， 
limj 态 一 了 im (ff) —f0) 1at=0. 


国 此 { 有 } 基 (C[as 85) 中 的 基本 列 , 但 砧 了 上 相 可 能 对 每 中 于 
[om 5 上 的 一 个 过 续 丽 数 , 普 { 轧 } 在 (Cra, 83 | 中 并 不 收 纹 , 所 


以 《CLa, 芭 , 1 和) 是 不 完备 的 跌 范 续 任 空间 . 


6.5.2 完备 庶 量 空间 的 两 个 性 质 
定理 6.5.2 设 ( 开 ,p) 是 度 秆 空间 , B, 一 B(x,,7,) 最 三 中 一 
列 了 以 为 中 心 以 7; 为 半径 的 闵 球 , 则 三 是 完备 的 过 车 可 全 Bt 


入 二 1, 2 且 PaO (RO) + 则 尺 有 叭 一 的 点 Xo 站 > 
基 二 上 


证 明 at vy n， mE MN, 南 tarm 人 Bn 知 
p(Tnrims Cs) EP 《6. 5.1) 
由 于 ?0Cn->00) ,从 而 Prosgto00 >co)， 站 北 {o 小 迁居 
电 药 基本 列 . 由 于 空间 下 是 完备 的 ,所 以 局 有 EE 后 得 26>z0: 
再 在 (人 6. 5.1) 中 令 和 ->oo 根据 距 岗 图 数 的 这 续 性 得 到 


| (Xp, Ey ny 入 汪 1， 2， 扩 二 | 


因此 xzoEBa<=1l2，…， 有 从 而 zxoE [BB 
用 = 


和 如果 叉 有 于 中 的 点 gE 门 刀 ,网 pt 7) 入 7?ny 2 一 1,2,… 
RL 


令 3 一 cc 了 得 
加 ，z0) 一 limp (加 za = 0, 


所 以 各 一 了 ny 让 人 B, 中 愉 有 一 点 ， 


“<=”; 设 {zs} 是 王 中 的 基本 列 , 由 基本 列 的 定义 知 ,存在 到 二 
人 ， 


吕 关于 函数 对 尊 的 概 仿 请 网 第 四 前 第 1 节 定 区 4 工人 
量 与 和 重 


[| 【za， rm) < 


在 并 中 作 一 列 闭 球 权 zs 去) #2 当 YEB(wnw。 
RT 时， 有 于 


月 《Zn 级 SEEDTYEp 到 十 p(n ph 


立即 知道 
Hz 下 和 )DB (eo 11 r= 1,2,° 


另 一 方面 ，B( zs yp oe 据 假设 必 有 叭 
一 :的 点 


x0 守 站 五 (es 冯 }》 
E=1 


丰 而 B(xns > C309), 

中 定理 6. 5.1 的 (2) 知 ,pfzn 70) 下 0(n 习 00). 所 以 芯 是 完 货 
的 ， 证 毕 . 

定理 6.5.3(Baire) 完备 产量 空间 必 是 第 二 纳 集 . 

证 明 ”用 反 证 法 . 设 耻 是 完备 的 度量 空 间 ， 而 且 是 第 -网 


集 , 即 工 = 加 Ms MsG=42…) 是 工 中 的 栈 朗 集 ， 在 斑 中 任 


取 一 个 闭 球 BCx0; 1), 由 于 型 , 是 蔬 朗 的 , 据 定理 6.4.8, 必 有 三 中 
的 冰球 

Br,r)CBaol) (0<ric 1 
使 得 了 (zu rm 站 = 好 ; 辐 环 由 于 导 s 是 素 股 的 ， 必 有 芯 中 的 闭 
球 


昌 本 四 年 


B{rs, ro) CB Ti)s 
不 妨 取 0<ra < 二 ,使得 


B(xs, 79) NN) Ms = 
如 此 继续 进行 下 去 , 就 可 以 选 得 一 列 满足 下 述 条 件 的 非 空 闭 球 : 
Ble,, "1) DB(r,, Ty) 也 过 有 Paj os 
Or ,n=1, 2 
控 


Blrny a) Nn RM, = (7, n= 1, 2 be 


由 定理 6. 5. 2 知 , 3 ooE 人 Bro, ro) 及. 困 万 (zyym 门 型 。 
导 =1 


= ,所 以 woE 戏 ，， RE 二] ,2,"…， 失 而 Xo 所 上 jar， 但 (UM, = 


n= 1 由 三 耻 


下 ,这 是 矛盾 ,所 隐 互 不 是 第 一 网 集 . 证 毕 ， 


6.5.3 度量 室 间 的 完 音 化 

出 有理数 的 Cauchy 询 构 造 实数 是 从 不 完事 的 度量 空间 扩张 
为 完备 空间 的 典型 方法 ， 一 般 的 度量 空间 ,如果 不 是 完备 的 ,应 用 
起 来 往往 有 困难 . 倪 如 方程 解 的 存在 性 尊 题 ， 在 不 完备 的 度量 空 
间 中 解 方 程 ,即使 近似 解 的 序列 是 基本 列 , 也 不 能 保证 这 个 序列 有 
极限 ， 队 而 也 就 不 能 保证 方程 在 该 空间 有 解 . 但 是 我 们 可 议 把 
Cauchy 序列 作为 一 个 新 的 点 添 人 原来 的 空间 而 使 之 完备 化 . 

定 炙 .5.2 设 ( 互 ,6)、( 和 npD 为 两 个 度量 空间 ， 如 果 存 在 
芯 到 于 ;上 的 一 一 映射 p, 使 得 Yz, YE 人， 成 这 

万 (2 =P1(PL, PN, 

网 称 9 是 卫 到 有 芒 , 上 的 等 距 间 构 陵 射 , 并 称 与 耳 , 是 等 距 同 构 
的 . 


人 由 


注 “等 距 同 构 映射 一 定 古 拓扑 映射 . 

显然 , 凡是 等 距 同 构 的 度量 空间 ,它们 的 一 切 与 距离 相 联系 的 
性 质 都 是 一 祥 的 .因此 当 我 们 只 限 干 讨论 与 空间 的 距离 有 关 的 性 
质 时 ,对 彼此 等 距 同 构 的 度量 空间 冲 以 不 加 区 分 , 即 可 以 把 它们 看 
下 是 一 样 的 ， 如 果 论 量 空间 (Xi, P1) 与 另 一 个 诬 量 空间 (全 2 D8) 
的 子 空间 (Xo, p2) 是 等 距 同 构 的 ,我 们 就 说 (下 ,, p1) 可 以 柑 入 (Xs， 
Pp3) .在 上 述 意 义 下 ,我 们 认为 (了 1, PD 就 是 (了 so, pa 的 一 个 子 空 
间 , 并 简单 地 记 作 { 主 ,, pC (Is, P32), 

定义 8.5.3 设 瑟 是 度量 空间 ， 如 果 有 完备 的 度量 空间 美 ;， 
使 X 等 距 同 构 于 和 ,的 一 个 笛 密 子 空 间 ， 则 称 互 , 是 X 的 完备 化 
宝 何 . ， 

定理 8.5.4 任 一 度量 空间 (了 ，p》 必 存 在 完备 化 空间 (XX 1， 
Pp), 且 在 等 距 辣 构 的 意义 下 , ( 支 ,p) 的 完备 化 空间 是 唯一 确定 的 . 

证 明 分 以 下 四 步 来 论证 : 

(1) 构造 庶 昌 空间 5( 互 ,27。 下 中 的 两 个 基本 到 {zs}、 {8 称 
为 等 价 的 ,如 果 lim p 《zn,y) =0. 将 夏 中 的 全 体 基本 列 进 行 分 类 ， 


几 是 彼此 等 价 的 林 本 列 归 于 同一 类 并 且 和 使 阅 一 类 中 的 基本 列 披 此 
等 和 价 ,如 此 得 到 的 类 称 为 等 价 类 ， 于 是 蔬 中 的 全 体 直 本 列 饭 分 成 
了 一 族 互 不 相交 的 等 价 类 ， 记 这 些 等 价 类 全 体 为 蔷 ,( 即 每 一 个 等 
价 类 是 革 , 中 的 一 个 元 素 )}，Y ,7EX,, 任 取 {xs}E5, {gr} ， 令 

PE 有) = limplsns Yn). 《6. 5. 2) 


我 们 要 证 明 pi(#,n) 在 下 ,上 有 确定 的 意 浆 ， 而 且 是 有 上 的 距 
离 ， 
事实 上 ,由 于 {zx} {所} 是 苹 中 的 基本 刘 ,所 定理 6.1.2 前 注 ， 
| 人) 一 Do Yin) [EP Ts a) + POYns Hm) >0 
{Nn, > C0), 


和 了 


所 以 {Lp (rns 所)} 是 基本 数列 ,由 Cauchy 收 敏 准 周知 , 数列 {p (2,， 
ya) 和 酝 在 有 限 的 极 县 . 
如 果 另 取 {24] E56, {gn} 全 即 {xn} 与 {40) 等 价 ， {81} 与 {yo} 竺 
价 , 由 于 
[P(r 0) 一 Day ya) EPEra, Hr) + pn, Yn >0 04>00), 
从 而 
limplxs, gn) = limp Cra, #5). 


即 p1(8, 7) 的 值 仅 依 赖 &, 而 与 {za} {yj 在 和 9 中 的 选取 泥 关 ， 
所 以 lf 23) 在 互 ; 上 有 确定 的 意义 ， 
显然 , 由 (6.5. 马 式 定 闵 的 pi 计 足 距离 的 条 件 (1) 和 (2) .下 面 
证 有 明 p, 福 昨 三 角 不 等 式 ，Y8,7，LEX1， 和 任职 {2 ESE， {ys}En， 
{zn} ES, 
pité, 7) = limplz, ya 
limL p(ta, 45) + pln, go] 
一 imP(zny 2n) tlimpl zn, yn) 
一 Pi 和) 二 Di 1), 
因此 互 , 按照 (6. 5.2) 式 定 多 的 距离 p; 咸 为 一 个 度量 空间 ， 
(2) 证 明 在 脏 , 中 存在 筒 密 子 空间 o， 使 得 互 与 开 。 等 距 
同 构 . 
YIEX, 常 驻 别 {2,2, x,"…'} 显然 是 瑟 申 的 基本 列 ， 用 5&5X， 
宕 示 包 含 常 驻 列 {,2,7,…' 的 等 价 类 , 记 革 ,二 {5sE 芝 |xE 芋 }， 则 
蔬 o 记 旦 1. 作 革 到 芝 。 上 的 映射 有 P, 司 YXEX，px 二 5&6. 显然 外 县 
互 到 世上 的 一 一 上 映射 , 且 Yo 3E 成 下 
plzx, 9)=p(Pr, py). 
因此 (了 ,Pp) 与 (XX0,Pw) 是 等 中 间 构 的 ， 
"4 


虑 各 中 的 点 列 改 ,}。 由 于 {z 中 是 下 中 的 上 基 本 列 ,所 以 Ye> 0 
自然 数 和, 当 名 mm 宇和 时 ,有 p(zw zm)<<e 因此 当 #2 六 时 ,有 
Pif05s £) = lim pl rs, En) EE. 
从 而 z 
limpi(é,, £)=0. (6. 5.3) 
所 以 Xe 在 下, 中 稠密 . 
(3) 证 明 ( 和 pi) 是 完备 的 ， 设 忌 中 是 瑟 , 中 的 基本 列 , 则 Ye 
>0,3 自然数 N>> 立 ,使 得 加 各 > 人 时，Pi(6， 5) 二 可 :由 于 环 。 


YaElN, 


XNO(E, 二 )7 


取 EEXo NO( Eo 守则 


pi Es,, 和 6) < 二 (YnEN). (6. 5. 4) 
于 是 当 LU meN 中 上， 

plxrns Ym) = DPI。 上 =)} 

A(z, 上 上 ) 十 DE,, £m) 1- PilEr,s Em) 

1 全 1 .8 万 € 

“Sitotnm Stsl3 
所 以 他 上 是 着 中 的 基本 列 . 设 EE 瑟 , 是 包含 424} 的 等 价 类 ， 由 
(6,5. 3) 式 纯 
limp,(é,,£)=0, 


浆 由 (6.5. 4) 式 得 到 
PE (R00), 
各。 和 有 


风纪 ~ 因此 ( 王 ;, Pi 是 完备 的 度量 空间 . 
以 上 三 步 说 明 , (至 /, 记 ) 是 (于 ,Pp) 的 完备 化 空间 . 
(4) 证 明 ({ 革 ,Pp) 的 完备 化 空间 ( 芷 !, Pp1) 在 等 中 同 构 的 意 关 下 
是 瞧 一 确定 的 ， 即 如 昌 ( 互 , Pp) 还 有 田 一 个 完 省 化 空间 《下 ', Pp)， 
妇 让 PD 以 与 (全 ', 1P') 等 距 同 构 ， 
YEE 有 ,由 于 臣 。 在 训 , 中 圈 密 , 刚 有 节 雪 于 0， 使 
limpitsn, 2 =0, 


es 总 中 的 基本 列 ， 设 (XX ， 记 与 (XX',P 的 翻 窗子 空间 
0 ,DP') 蔡 距 辣 构 ， 由 于 ( 瑟 0, PP1) 与 (XP) 等 距 间 构 ， 从 而 5 总 0 
oe (PD ) 竺 虐 间 构 ， 设 To 是 互 到 三 0 上 的 等 距 辣 构 喘 身 ， 
则 
Dp' APE Totn) = PE SD {n,m >00), 
所 以 {To&,} 是 到; 中 的 基本 到 , 只 而 二 是 基 ' 中 的 基本 列 ， 于 是 3 如 
EX 使 
limp’ (Téa, €") 0. 
易 知 当 下; 中 的 给 定时 ,祥和 中 的 5' 是 崔 一 确定 的 闪 与 154) 在 2 
由 的 取 烘 无 甘 ， 今 了; EP， 则 了 是 玉 ; 误 "的 映射， 下 作证 
明了 是 满 射 ，YT7EX7 由 于 下 在 下 "中 移 窗 , 则 有 {04} 忆 世 6, 使 
limP (nw, nD) =0. 
于 是 { 员 } 是 时 中 的 基本 列 ， 出 于 了 是 下; 到 部。 上 的 深 距 同 
构 瞎 射 ,所 以 {5 1745} 是 下 6 中 的 臣 本 列 ， 从 而 也 是 飞 中 的 基本 
列 ,于 是 37 生 总 5 使 
limpi(To Ds, 7) 0., 
可 贝 野 射 他 的 定 六 并 知 迹 ，# 就 是 7 在 全 之 下 的 原 家 . 国 此 了 
起 满 血 ， 记 ns 二 守 5 55 则 T0995 二 (二 1,2,…}， 由 定理 6.1.2 


OP 一 -一 -一 


还 可 以 得 到 
Pie 人 一 TimPif én, Tn) 
一 1imA (Tn Tons) 
一 有 (E70) =p' (Te, TH). 
因 挝 了 工 是 (及 1, Pi) 到 ( 开 ', P'》 上 的 答 距 同 构 映射 ， 即 (天;, Pp1) 与 
(Pp ) 守 距 同 构 ， 证 毕 . 

刘 果 我 们 把 两 仿 等 距 同 梅 的 度量 室 间 不 加 以 区 别 ， 视 为 同一 
个 空间 , 那 未 定理 6.5.4 可 改 述 为 ; 

定理 5.4” 任 一 度量 空间 总 必 存 在 唯一 的 完 音 化 空间 所 
使 半 为 所 | 的 稠密 子 空间 . 

注 6.5.5 由 于 在 何 峨 范 线 性 空间 耳 按 其 范 数 有 所 避 出 的 距离 
是 诬 量 空间 ,从 而 必 有 完 省 化 空间 于 1, 在 4: 上 适当 地 定 交 线性 运 
算 和 范 数 , 蕊 ; 便 成 为 一 个 完备 的 赋 范 线性 空间 ， 印 Banach 空间 . 
因此, 和 任 一 三 范 线性 空间 革 , 必 有 -* Banach 空间 车 ， 使 三 为 站 
的 完备 化 空间 . 

例 10 设 Q 是 有 有理 数 爹 体 榨 耻 离 PCf7t rz) 二 71 一 7s| 所 成 的 
度量 空 间 ， 它 是 不 完 胡 的， 它 的 完备 化 空间 就 是 实数 全 体 接 距离 
A(z, #7 :|x 一 所 成 之 度量 空间 ,有 即 一 维 实 欧 几 里 得 空间 民 ', 

例 11 设 Pfa,51 蚌 [a,8] 上 和 多项式 爹 体 按 距 次 

plx, ¥) =—max|z(t)—¥t)| 


所 成 之 度量 空间 , 它 是 不 完备 的 。 它 的 完 竺 化 空间 就 是 CLa, 
例 12 和 Ca,5 接 照 范 数 


Hf =| fla 


所 成 之 团 范 线性 空间 是 不 完备 的 { 见 本 市 例 和), 它 的 完备 化 空间 是 
L'Le, bl. 
” 357， 


习 题 6.5 


证 明度 量 空间 六 中 的 基本 列 基 有 界 的 . 

证 明定 更 全 5.1 的 (3), (4), 

证 明和 人 62 销 5 中 的 空间 迷人 [9 四 是 Banach 宝 间 。 

证 明 $6.2 例 6 中 的 空间 i* 是 Banach 空间 ， 

设 e 是 下 中 收 敦 数 判 f 一 {44} 爹 体 所 不 的 子 空间 ; 证 朋 * 是 Banach 


rr 


6 证明 弛 682 例 98 中 的 空间 到 1 有 是 Banach 空间 . 

7?， 证 明 36.2 便 7 了 中 的 空间 VYfa;5 杂 是 Banach 空间 ， 

3， 证 明 $6.1 和合 3 中 的 宇 间 s 是 完备 的 度量 空间 . 

9， 证 明 对 6.1 例 4 中 的 空间 8( 吕 是 完备 的 麻生 空间 . 

10， 讶 证 人 12 是 完备 度 最 空间 互 中 一 列 单调 下 降 闭 保 , 旦 到 ， 


的 直径 dF ->0 (>co)， 则 门 五 汉 &. 


i 


1I。 谍 互生 完备 的 度量 空间 ,4 人 一 1 2 是 于 中 一 列 稠密 的 开 和 集 . 证 


明 门 4. 也 是 互 的 香 密 集 ， 


n=t 
12。 证 明 站 只] 按 避 [0, 了 和 的 距离 的 完备 化 空间 是 CO[5, 11., 
13. 说 五 是 只 有 有 四 区 不 为 站 的 实数 列 {z 小 的 全 体 ,在 吾 中 引进 丐 丙 
p(s sup[ eg fy 一 {£} ,= 8} EF), 


求证 鸽 ; 局 椒 完备 ;六 指出 它 的 完 和 化 空间 , 
14. 求证 : [1] 于 的 二 项 式 他 体 疡 0.1] 接 西施 


PP 及 一 人 18 一 gz]dz CYp, gePLO, 11) 
所 记 移 订 量 空间 是 不 完备 的 , 并 指出 它 的 完备 化 空间 ， 


§ 6.6 压缩 映射 原理 


6.6.+ 压 综 下 射 库 理 


本 市 介绍 完 苦 度量 空 曾 二 的 -一 个 入 单 而 基本 的 不 动 点 定理 
和 


一 拓 销 肛 租 原 恒 , 它 不 仅 直 用 以 证 明 若 上装 友 各 ( 代 到 方程 ， 
方程 、 科 分 方程 .证 国 方程 ) 服 的 存在 证 省 本 一 性 ,而且 可 月 以 组 出 
近似 解 ， 

定 灶 全 前 1 庶 ( 二 提 ) 是 车 蕊 宇 间 ,了 了 是 二 到 于 的 上 旺 避 ， 刀 
果 存 在 数 wEL0,1) ,使 得 

PITx, TIEDP(T, 3 (Vz, YERX), (6. 3.1) 

则 称 卫 是 于 上 的 一 全 压缩 号 射 . 

注 1 当 &=0 时 ， 修 师 于 成 五 中 一 点 

注 2 压缩 映射 了 是 连续 的 . 

事实 上 ,YzE 玉 ,VY {Ys} 己 于 ,好 

(Tan TI)op (zn) (VACIN), 

队 而 当 zi 一 z 计 , 有 Tx 一 Tz. 

定义 6.6.2 广 互 为 一 党 ， 了 是 在 到 壮 的 逐 射 ， 关 采 有 2 
所 天 ,使 得 T2 :=2*, 就 称 z* 为 映射 了 的 一 个 不 动 点 . 

设 了 是 人 灌 瑟 到 七 的 号 躺 ， 和 六 表示 44Y， 训 此 可 以 秋 多 
定 广 使 射 全 ”2 一 2 3 

定理 .6.1 CBanach 不 动 点 定理 } 没 (X， p) 是 完备 的 度 
量 空间 ,了 是 屯 上 的 正 缩 映射 , 则 了 必 有 唯一 的 不 动 扎 ， 

证 明和 先 证 工 存在 不 动 点 ， 上 芷 本 foE 苹 , 令 

r= Tro, Fe = Tam Tro, 
ga Ty = Tg 

这 样 就 得 到 了 中 的 一 个 点 列 ;zaj 如果 能 证 明 {fzo 是 二 中 的 基本 
列 , 则 由 下 的 完备 性 条， 3z* 和 三, 使 zz， 又 因 了 是 连续 里 射 ， 
故 在 Tea 一 aryl 中 令 -> 吕 0， 便 得 了 2*= 二 2*， 因 此 x* 是 了 的 不 动 

现在 证 明 !z* 是 基本 列 . 由 于 了 了 是正 纳 缺 射 , 扬 以 有 

(242 一 站 (32 GPa VE (6.6.2) 

。 53 。 


ep teehee i et HT ee 
一 rir te ee 


出 此 化 推 之 , 可 得 
plaatis tn) Eo p(T, zo) (YAEN), 《6. 6. 3) 
“是 ,YPSIN ,由 三 角 不 等 式 及 (6,6.3) 式 得 到 
Plxnrpy Ta) DE Latp- 1 PRrp- 1 Tntp-2) 
二 二 P(t Cn) 
a ot or, Fo) 


Q ed 
= 1 二 p(T To) 


pn . 
| PX ro). (C8. 6, 4) 


由 于 0@ 过 1 所 以 {zw} 是 耻 中 的 基本 到 . 
和 瑚 证 不 动 点 的 唯一 性 设 z 也 是 了 的 不 动 点 ; 邑 x =Tw'. 于 
plz*, t= p(Tr, TH Sop(r", 2 ) 
由 于 0<a<1， 欲 要 上 式 成 立 , 必须 p(x*,x')==0， 即 x'=x*， 证 
注 定理 6.6.I 的 证 明 河 时 为 我 们 提 低 了 求 不 动 点 的 方 
诸 一 一 造 伐 法, 即 在 完备 的 度量 穹 间 互 中 任 取 一 点 mm， 逐 次 作 点 
列 z, 一 卫 "30 瑟 二 2 此 点 列 芝 收 襄 到 方程 xz 二 的 解 . 这 种 方 
法 也 称 为 逐次 逼近 法 ， 如 果 在 (6. 6.4) 中 令 ?>c2， 怠 得 到 


站 (3 ,Ta) EI p(s to) (R=0,1,2...), C6.6.5) 


推论 6.6.2 设计 是 宕 备 的 度 员 空间 ,了 :六 -> 是 一 射 映 .如 
时 存在 一 个 自然 数 x, 使 得 7" 是 六 上 的 一 个 压缩 映射 , 则 了 在 X 
中 必 有 唯一 不 动 点 . 
证 明 由 于 是 蔷 上 的 压缩 了 映 射 ,由 定理 6.6.1 知 了 "有 队 
一 不 动 点 人 * 人 EE 下, 即 7T*2x* 一 zx 从 而 
TTet) = TOT"2*) = Ty*, 
"+ 


所 以 Ya* 也 是 加 的 不 动 点 ， 由 公 的 不 油 点 的 哗 一 生得 ，Yor 一 
z*, 即 z* 也 是 下 的 不 动 点， 此 外 ， 由 于 了 的 不 动 点 也 是 到 的 不 
动 点 , 敢 由 和 不 动 点 的 唯一 竹 ， 即 知 于 的 不 动 点 也 是 唯一 的 . 证 
毕 ， 


6.6.2 压缩 映射 原理 的 应 用 
Banach 不 动 点 定理 〈 即 压缩 映射 原理 ?有 许多 重要 的 推广 和 
应 用 ,限于 科 旺 ,小 面 我 们 只 列举 它 在 数学 分 析 和 第 微分 方程 中 的 
两 个 比较 简单 的 应 用 . 
例 1 隐 函 数 存在 定理 ” 设 函 数 f(x,8) 在 条 形 闭 区 域 
D= {(z, 9) rb, — oY 0} 
上 处处 连续 ， 且 处 处 有 有 关于 3 的 偏 寻 数 f(x,3)， 而 且 有 正常 数 


m 一 寻 , 使 得 在 区 域 中 
0<mEfi(r, EM, (6. 6. 6) 


出 方程 f(z, 间 一 0 定 闭 区 间 [#,5j 上 必 有 唯一 的 连续 解 4 一 (x). 
证 明 ” 作 完备 空间 CLe, 让 中 的 映射 


(Fe)(z) 一 p(z) 一 二 fs,p(z)) YECTe, 5 
显然 , T 是 Cray 到 Cfe, 8 的 且 射 ， 现 证 了 是 正 缩 陕 射 。 Ye，， 
ysECTa,5], 由 微分 中 值 定理 ,有 0<9<1, 使 得 
CTP) Cr — CTE) CY) | 
一 gs(z) 一 二 fr per))— Pi) Bl P(e))| 
一 pat) — Gr) ft, Pl) dm) — P(t)) | 
(Pas) — Piz)) 
< 197) — pi) 和) 


mm i 2 
出 于 0< 生 1 所 以 0<1 一 jy 人 <1, 令 -1 jy, 便 有 


[TP — (TTPO EG | Pr) — Ps), 
从 磺 
[Tes—To lalp— pl 《0<a<1)， 
所 以 了 是 OLa,8j 土 的 压缩 上 映射， 由 定理 6. 6.1 知 ,， 有 唯一 的 gS 
cLa,bj, 使 得 Tw = pp, 了 即 
f(x, P(r)) =0, 9rd, 证 毕 . 
例 2 常 微分 方程 解 的 存在 性 和 唯一 性 定理 设 f(x,) 在 闭 
矩形 区 域 
五 = 12 | 1 一 20| 生 6 9 ~ ;A 
上 连续 且 关 于 9 满足 Lipschitz 条 件 , 即 有 常数 >0, 使 YCx, 91)， 
Cz, ya)ED, 有 
[fx yf 7, 2) |< |y yl, 
则 方程 
Tr Hz, Y) (6. 6.7) 
三 x0 一 ,Xx0-- 衣 ] 上 存在 唯一 的 满足 拷 始 亲 件 ?1 -= 一 加 的 解 二 
2(z) 其 中 
0<4<min(o 郑 ， 产 ) 1 一 ax f(z, y)|, 
证 明 显然 ,方程 (6.6.7) 吉 上 初始 条 件 站 jz-z, 二 名 等 价 于 积 
分 方程 


gC)=gt| ft, Cat. (6. 6. 8) 


因此 , 只要 证 明 积 分 方程 (8.6.8) 在 [zo 一 六 ,xo 十 六 上 有 了 瞧 一 的 连 
续 解 旭 可 .， 作 完 各 空间 CE 一 圾 zo 十 中 的 辐 球 

B=B(y0,b)= {| 9PECLzo0 一 站 zot hj ep — yol ED}, 
站 


出 BB 是 OCzo 一 和 x] 的 完备 子 空间 今 

(TP) = ft, p(t)adt (YpEB)， (6.6.9) 
册 玫 是 瑟 匀 号 的 喘 射 ， 事 实 上 ,YeEB， 显然 mpECTa 一 下 菩 一 
#], 而 且 

9 一 如 | 二 max (Te7Kz2 一 加 | 


= an 


| 湛 一 亨 遇 1 汉 凤 


<b, 


| f(t, pdt Mh 


证 
再 证 工 是 瑟 上 的 压 泣 映 射 ，Yo 天 吾 , 则 


7 一 人 iaX 下 [f(t, P(t)) 


| 工 一 区 中 和 失 二 


— ft, pat)) at | 


< TH 有 中 
| 下 一 下 [! 芝 下 


ELA, —Ppel. 
由 于 0 一 二 81 所 以 了 赵 吾 上 的 压缩 且 射 ， 由 完 理 6.6. 1 条 ,在 
在 唯一 的 PEB, 使 Tp 二, 用 积分 方程 (6.6. 8) 在 [3z0 一 加 xzo 二 下] 
上 有 了 蛤 一 的 连续 解 g 一 92) 证 毕 . 


上 LP — pelt) (at 


习 题 6.6 


1， 写 交 是 呈 维 欧 几 里 得 空间 :下 sp) 中 的 有 界 闲 车 ， 瞻 躺 碳 : 五- 一 > 五 
满 吓 : 疡 人 2 年 站 < 记 人 的 【Yz， 和 ， 求 证 个 在 也 中 存在 礁 一 的 让 
2。 设 ({( 芝 , 户 必 完备 谋 全 空间 ;了 是 站 到 匡 的 正身 , 记 
站 (rm 了 ng) 加 
ne fi 人 


时 克基 昌 


蕊 oa 1 则 天 市 玲 一 的 不 二 点 ， 


3， 设 x2 二 32 有关 一 组 实数 ， 适合 条 件 


nn 
> {Cask — On) :1, 


3 了 :此 一 1 
其 中 6 当 了 := 下 阿 为 了 否则 为 口 则 代数 方程 组 - 
ll Re a | 并 | 六 
2 Wao mr A 此 2 一 Hy 
人 nr 5 中 日 总 


对 生生 一 组 有 上 序 实数 全 B54; 一 ,Ba)y 闷 有 了 歇 … 的 解 (zy ap 和 2) 
4， 对 于 和 分 方程 
z( 昌 一 和 eez(s)ds 一 8 人 
其 中 #4 EC[0y1] 为 一 结 定 是 数 ,2 为 常数 ，] 4 三 1， 求证 方程 存在 叭 ~: 解 
FeO 0, I. 
5， 投了 E000,11, 求 出 方程 


s(t) =f)+ A) zts) ds (te[o, 11) 
的 连续 解 ， 


$6.7 列 紧 性 
6,.7.1 列 紧 集 和 完全 有 界 集 
在 有 限 维 欧 儿 里 得 空间 中 , 任 一 有 界 点 列 必 有 收敛 子 列 , 但 这 
个 性 质 不 能 推广 到 一 般 的 度量 空间 . 
例 1 在 Ci0,1j] 上 ,考察 点 列 


由 于 eal max zs 人 有 ] 委 10 一 卫 2 为 所 以 ts 是 CE0,1 中 


二 本 学 和 


的 有 界 点 列 ,但 位 沾 不 可 能 有 子 列 在 CL6, 二 中 收 鳅 。 因 为 其 果 有 有 
{za,(#)} 在 CC0, 工 中 依 范 数 收 化 于 x(4), 应 有 
rE) = lim, C=1 
pam 0, #0, 
这 和 zxz() 应 在 +==09 点 逐 续 矛盾 . 

因此 ,在 一 般 的 度量 空间 中 ,每 一 个 有 蜡 感到 并 不 都 有 收 合子 
列 ， 这 就 大 必要 引入 下 面 的 概念 . 

定 娘 6.7.1 设 于 是 度 量 空间 ,ACX, 邵 果 4 中 任 一 点 列 必 
有 在 斑 中 收 王 的 子 列 , 就 称 4 是 列 紧 集 或 入 对 上 紧 集 ， 如 果 4 中 任 
一 点 列 皮 有 收 余 于 4 中 一 点 的 子 列 , 就 称 4 是 委 列 时 全 ， 如 下 宰 

且 定 区 人.7.1 可 以 得 到 

”定理 6.7.1 设 (X,p) 是 度量 空间 . 

(1) A 性 X 是 自 列 紧 集 导 4 是 列 紧 的 闭 集 . 

《2) 五 中 的 有 限 点 集 是 自 列 芭 集 . 

《3) 互 中 有 限 个 ( 自 ) 列 紧 集 的 并 集 是 ( 自 ) 列 紧 集 ， 

(4) 廊 中 ( 自 ) 列 紧 集 的 任何 ( 闭 ) 子 集 是 ( 自 ) 列 架 集 ， 

《5) 互 中 的 列 紧 集中 的 基本 列 必然 路 伊 . 

(6) 4 己基 是 列 紧 全 人 生 4 是 自 列 紧 的 . 

证 明 (1) 一 上 5) 明显 热 的 ， 现 在 证 明 (6)“ 生 ”: 由 (和 (4 
即 铬 ， 


“> {tC 取 gEO(z， 元 )na4 (n=1,2,…)， 则 


{gntCA, 且 plxs, 1) 二 {有 a 二 1,2,…). 因 4 总 列 紧 集 ， 于 二 


有 {98x} 的 于 列 194,} 及 抵 王 ,使 
plyne 9) >0 (E00), 


plzrn,s EE A dn) i 记 人 2 y) 
1 ~ 
入 元 二 


项 而 zco)y， 卫 本 导 闲 灌 , 万 以 呈 寺 因此 二 关上 自 列 紧 集 . 
证 比 , 

注 由 定理 6.7.1 的 (5) 知 , 列 鞭 空 间 是 完备 的 上 度量 空间 天 
中 的 自 列 紧 集 作为 天 的 子 空 间 是 完备 的 ， 

定理 6.7.2 及 * 中 的 有 加 集 是 列 紧 集 ， 有 界 闭 集 是 自 列 
紧 集 . 

证 明 ” 见 第 二 登 定理 2.1.6 (Bolzano-Weierstrass 定理 ) 的 
证 晶 ， 

定 光 .7.2 设 ( 开 ,Pp) 是 庆 量 空间 , 4, BCX,* 是 一 个 正 数 ， 
加 果 YzE4d 3#EB, 使 得 p(z, 扩 过 2, 则 称 8B 是 4 的 一 个 2- 网 ， 
黑 Ye>D 点 集 44 总 有 有 限 的 e- 网 4，xzo yzaC 【这 域 点 和 
它们 的 个 数 可 以 随 而 变 ), 则 称 4 是 完全 有 务 集 . 

定理 .7.3 设 ( 习 ,六 是 度量 空间 . 

(1) 瑟 中 的 完全 有 界 焦 是 有 和 界 的 . 

(2) 设 44 为 一 中 的 完全 有 界 集 , 则 Ye 一 0 有 限 集 山 握 4 
使 得 4 是 4 的 有 上限 二 网 

《37 不 中 的 完 金 有 界 集 是 可 分 的 ， 

证 明 上)》 谍 4C 瑟 是 完全 有 界 祭 , 取 e=1 并 这 {zs 
zh 是 4 的 一 个 1 网, 则 YYzE4 有 Te <8) 使 p(x, zx) 一 ]， 从 
而 

POTTED 二 DY HTT FT max TSZRy Ti) 
?Tmaxplee, 1), WM ACO(x, 7), 因此 4 是 有 完 集 . 


(2) 由 4 是 到 中 的 完全 有 界 集 ;所 以 Ye 计 0，44 有 有 限 的 


‘4 


-网 Tor"*y zh 让 过 在 ， 任 取 WEANO( zs 襄 )(8= 卫 2 
则 {wy Yrs "+ yg} CA 是 注 过 的 有 限 -网 , 

(3) 设 4CX 是 完全 有 界 集 ， 并 设 B。 是 4 的 有 限 二 -网 (2 
三 1,2,…). 央 为 每 个 B, 都 是 有 限 集 , 所 以 它们 的 并 集 


B= 【jz， 
和 = 


是 有 限 集 或 可 数 集 ，YzE4, 了 zc 使 


p(z zn) < (R=1, 2,+:.), 


从 而 吾 中 的 点 列 tz 小 收效 于 3 据 定 理 6.4.1 的 42)， 吾 在 4 中 筒 
密 ， 因 此 4 是 可 分 的 、 证 年 . 

定理 6.7.4 设 ( 瑟 ,P) 是 度量 空间 4CX 是 完全 有 界 集注 
4 中 任 一 点 列 {z,1 必 有 一 个 子 到 是 基本 列 . 

证 明 “一 ?: 反 证 法 . 假设 4 不 是 完全 有 和 界 集 , 则 3z 盖 0 使 和 
没有 有 限 的 seo- 网 ， 任 到 S44, 则 4-OLz1 80 天 rc 否则 好 由 束 是 


4 的 有 限 so- 圆 . 任 取 zsE4-O(z eo0); 则 4 一 [OC 60) 关 纪 ， 


否则 (1x1, zs) 训 是 4 的 有 限 ee- 圆 ， 这 样 一 直 进 行 下 去 ,就 得 到 4 中 
的 一 个 点 列 {zsj ,适合 pfzw zm) 袜 eof(m 兴 细 )， 显 然 {z) 的 任何 子 
列 都 不 是 基本 列 , 这 和 已 知 条 件 了 矛盾 ， 

“一 ”: 设 {z} 是 4 中 任 一 点 列 ， 普 先 证 明 ，Ye 盖 0, {zs} 必 有 
子 列 {z。) ,其 直径 


dat {x} 2 二 SU P(X Xn) 
i ,EN 


事实 上 ， 因 4cC ZX 是 完全 有 界 集 ， 从 而 4 有 有 限 前 本 -网 :yi， 


Yas "**y ye}s 即 
昌 本 7 生 


重 
Uo 人 二 )>42 fal 
i 二 1 2 


因此 , 在 覆盖 4 的 这 有 限 个 球 中 至 少 有 一 个 球 含有 {zs} 中 无 限 多 
项 , 这 无 限 多 项 所 成 的 子 列 {zsi} 的 直径 显然 不 大 于 4 

再 证 {zs} 有 子 列 是 基本 列 ， 由 上 面 所 证 事实 ，itzn} 有 直径 不 
大 于 1 的 子 列 {2 和 站 ; 同 理 24 又 有 直径 不 大 于 亏 的 子 列 {242)， 


加 比 - -六 继续 下 去 ,就 得 到 {2,} 的 可 数 个 子 列 人 08) 二 1 2, 1)， 
法 会 位 G 人 也 feet 站 (E=1,2,1') 且 


d(C {rw ) = Suppl 20)) 二 
(=1, 2,'.*). 
沽 谍 “ 对 角 线 "序列 {x}, 显然 {zf} 是 zs} 的 子 列 ,县 当 加 之 时， 
有 有 


p(28, xfo ) ->0 (n>00), 


因此 {ze} 是 基本 列 ， 证 毕 . 

下 面 讨论 完全 有 界 集 和 和 列 紧 集 的 关系 . 

定理 6.7.5 (Hausdorff) 《1) 度量 室 间 成 中 的 列 紧 集 是 
完全 有 界 集 . (2) 完备 度 押 空 间 也 中 的 完全 有 界 集 是 列 紧 集 . 

证 明 (1) 设 4 是 度量 空 间 子 中 揭 列 紧 集 ， 则 4 中 任何 点 
到 {zj 必 有 收 化 子 齐 ,而 收 讶 点 列 是 基本 列 , 据 定 理 6.7.4,44 是 完 
全 有 界 集 , 

(2) 设 4 是 完备 诬 量 空间 蔷 中 的 完全 有 界 集 , 据 定 理 6.7. 4， 
4 中 洗 一 点 列 1z 由 必 有 子 列 {z 是 基本 列 ， 因 古 完备 的 ,所 以 
fx 是 收 病 子 列 , 四 测 4 是 到 紧 集 ， 证 毕 . 

注 1 定理 6.7.5 的 (3 中 空间 疼 的 完备 性 条 件 不 能 去 掉 , 理 


计 见 本 地 习题 第 3 题 . 

注 2 定理 6.7,5, 定 理 6.7,3, 定 理 6.7.2 及 例 1 告诉 我 们 ， 
在 完 舞 的 庶 昔 空间 中 , 集 的 到 紧 性 和 完全 有 界 性 是 一 - 致 的 , 但 完 倪 
有 界 性 强 于 有 界 性 ， 在 * 维 苞 几 里 得 空 闻 及 " 路, 集 的 列 紧 性 . 完 
全 有 界 性 和 有 界 性 三 者 是 一 发 的 . 在 -一般 床 量 空间 中 , 列 紧 性 强 于 
完全 有 界 性 ,完全 有 和 界 性 强 于 有 界 和 性 . 

推论 6.7.6 设 革 是 完备 的 度量 空间， 则 4C 为 列 紧 集 
< 一 320 有 列 紧 的 *- 两 . 

证 明 “一 ”: 设 A4CCT 是 列 紧 华 。Ye 半 0，+44 自身 便 建 它 的 
一 个 列 紧 - 疯 . 

“< 设 Ye>0 4 有 列 紧 的 -网 B， 据 定理 6.7.5,B 丰 党 
金 有 界 集 , 所 以 BR 有 有 限 和 的 2 -网 CQ, 从 而 是 4 的 一 个 有 有 限 28- 
网 ， 国 此 和 4 蚌 完全 有 界 集 ， 下 由 下 的 完备 性 知 , 4 是 列 革 集 ， 证 
毕 . 

推论 6.7.7 度量 空间 苹 中 的 列 芭 集 是 有 界 的 、 可 分 的 . 


6.7.2 CLa,5] 及 Lia, 5] (1<2<< 十 ceo) 中 列 紧 集 的 特征 
定理 6.7.8{Arzela-Ascoli) 和 集 4COra,5] 列 紧 的 充 要 条 
件 是 
(17 集 4 是 有 界 的 , 即 有 常数 形 >0, 使 Yz(t)E4 zj 一 max 
[z(t | 4; 
(2) 集 4 是 等 度 连续 的 , 即 Ye 守 0, 56=6(z)>0, 使 得 Yz(t) 
E44 及 YE 人 ELa,58j, 只 要 |# 一 1 过 6, 就 有 
[aC — 2 ) 1 <e. 
证 明 “<="; 鸯 C[a，5] 是 完 竺 的， 只 须 证 明 4 是 完全 有 界 
的 ， 据 佘 件 (2)，Ys 汪 0，36=6(e)>0, 使 得 Ye(tD)E4 及 YE， 
Era 5 只 要 |t--4| 二 6, 率 有 
-69 。 


Iz(#) 一 z(t 之 字 (6.7.1) 


利用 这 个 5, 任意 我 是 [a;5j 中 的 有 限 个 分 态 
a tb, 
使 得 | 一 1506 二 1,2, ,一 1), 据 条 件 (1), 反 集 
可 一 ffg 和 人 2) 
组 成 nn 维 欧 儿 蜂 得 空间 有 R* 中 的 有 务 集 
> ， } 
(Bro8) <Van) 
= 
从 而 4 是 完全 有 界 的 ;所 [以 有 zza pzsEd 使 得 让 个 点 
Cr) Zt) CE) ), $= 1, 2 E 
组 成 了 4 的 有 限 二 -网 ， 只 要 证 明 {z1,xs,…，24j 是 4 的 有 限 e- 殉 


就 行 了 ， 事 实 上 ,YrE4， 由 于 (z(t w(t) p20))EA， 所 以 
必 有 Ti {ri apy Xe} 使 得 
n 各 
(Dll) -zl ) < 总 


从 而 


 ， 
a(t) — zit) | 1 2 


YLE[a,5, 设 t 落 在 于 区 闻 Ltis tri(1 寺 i 守 R 一 1) 上 ， 由 不 等 式 
Cf.7, 1) 得 到 . 
2 
十 rst) rtt)| < 人 

因此 jz 一 ?jo 有志 2, 这 说 明 好 ra ;2 是 所 的 有 限 < 两 ， 

“>”， 设 4COLa，58J 是 列 紧 集 ， 由 十 麟 紧 集 是 有 圈 的 ， 只 
须 再 证 妆 是 等 庶 连 续 的 就 可 以 了 上 . 因 4 是 完全 有 寞 的 ， 所 以 ， 
， 7D 。 


Ye>0, 必 有 有 4 的 有 限 本 -网 fz!,22,*…, es}, 又 因为 每 个 zt(tG 一 


1 2 在 [Las5 上 连续 ， 从 而 一 致 连续 ， 所 以 有 正 数 5,(i = 二 1， 
2 人 使 得 Yi, 了 三 P 当 | 一 去 | < 时 ， 


[zt) zt) | 


取 6=min16 ce 我 们 证 明 ， Vrcd 及 Yi, 1 人 ECG 5 内 
又 一 #'| 过 6, 人 恒 有 
| 和 一 全 | ea. 


事实 上 ,YzE4, sioSfzbzo…yziy， 使 得 |z 一 zf< 全 ,因此 


Es 
十 Pi) 一 2 人 < 

妈 4 是 至 旗 连 要 前 ， 证 毕 . 

注 各 rr7ela 和 scoli 定理 有 次 广 这 的 应 用 ,特别 向 用 它 来 证 明 
壤 分 方程 解 的 在 在 竹 . 

不 面 过 褒 室 间 也 [ep ceo) 中 集合 斤 紧 的 条 件 . 

定义 6.7.3 设 z(tDEGPPLe Da 二 oo) 将 区 昌 的 定 广 ， 
范畴 扩充 到 [La, 5 之 外 ， 当 Era， 了 BW， 令 z(t) 二 0，” 作 相应 的 
明 数 

ms) 让 | zs)ds Ciere 5], b>0), 


国 妆 xz 丧 称 为 下 让 的 县 捷 上 训话 大 (CrexnoB) 拘 数 . 
51 再 6.7.9 设 rzCfCLi a pI(l< py 十 o0) ;出 
(1) z(t)ECTa,b] (Yh>0). 
(2) 1 可 安 他 | 《Ye0)， 即 


则 


1 pp NN 
(| ania ) (| zt) ra ) (Yh:0). 


(9) im lza—sh=0. 
“证 明 (1) 令 
F(#)= | sls)as 一 | zs)as, 
则 PCt) 在 [e 雪上 连续 , 从 渣 Y6>0， 
zi 区 一 坟 [Pt 十 感 一 (一 矶 ] 
是 上 (在 Fa， 打上) 移入 Bh za £)ECCa, 51. 
(2) 设 9 一 F2 寺 即 二 十 各 = 了 则 Yh>0, 有 


| za t) [Pgt -= -| (去 ys)ds) ) zz 
< oa Ta 
-8) -eif (FY pcos) 


= a |xCt Fr) |rar 
站 -Ch 


2 

_1 

一 dz| x(t) 1a 
-a rtiy rd 
< | Ar| la 了 | 


-| (Dee 


| zi < ii, 

(3) 证 明 分 两 步 : (i) 设 开间 中 [ee 要 上 的 连续 备 数 , 则 YtnE 
(Cab), OAMmnlto db oi, [to mR, to RCEa,d1, 
四 和 祷 分 是 值 定 坏 辣 


十 . 
zal £0) - 2 (sj)ds=x(tot OR) (0|<1), 


A im cl)) 全 和 2 

Hit)x(t) ae 于 [a,b]. 

i100- 
e801 工 进 绕 ， 从 而 有 红 ， 四 有 常数 BB 二 0, 便 往 |x()1 
二 (YEE[e 的)， 国 此 1 区 j 雪 吾 (ViE[o 的 ，Y&>>0)， 出 数 
党 分析 中 辐 数 棋 限 与 数列 极限 的 甘 系 以 及 Lebesgue 有 有 愉悦 统 
定理 德 


lim | ast) z(t) Het =), 
BI lim | x, -| 一 人 
生理 
【ii Wett ELrEa, 5 Ye0， 由 于 Cia,5 症 [a,b5j 中 秽 
密 , 所 以 必 有 Yt)ECLa, 5]， 使 得 1 一列 二 生 - 注 意 到 z(t 一 (二) 
的 CreEnoB 车 数 是 zf 一 J(t), 岂 3 于 .7,9 的 (2) 知 
EE 
从 击 
| 一 当 | 一 天 [二 | 一 下 区 一 中 < 有 一 囊 二 二 e- 
由 个 中 所 还 知 , 330 当 0< 有 6 时 ,上 刀 一 下 一 村， 从 而 当 0 一 天 
< 时 ,ms 一 中 <e 即 tim [v4 一 x| 一 0. 证 毕 


定理 6. 7. 10(Konmoropos 定理 ) 集合 ACL?[La,85](1<p<< 
+ 00) 列 紧 的 充 要 条 件 是 
(1) 4 是 有 有 界 的 , 即 交 常数 计 汪 0, 便 


iz| =( | Ct) ae) EM (V(t)EN); 


(23》 Yet, 36=6(e)>0, 当 0 有 6 时 ,YX(tt)S4, 有 


xs —xt <e, 
* 证 明 “一 ”， 条件 (1) 是 显然 的 ， 下 证 条 件 (2)， 由 土 4 是 
列 紧 集 ， 所 以 4 是 完全 有 界 的 ， 于 是 Ye>>0，4 有 有 限 的 夯 - 网 
{z(t ,zt)}， 由 引 理 6.7.9 的 (3) 知 ， 对 包 个 z(t) 
(i 二 1,2,…, 0),36;>0, 使 当 0<h<<6; 时 ,有 
上 2 


Yt) 4 I(t)E (ot) ,rt) 7 使 lz 一 so 全. 令 
o=min{ds Oz", 00, IG 0 NH, 
ER EA 


=]z 一 xz 中 + 全 ee 


“< 据 条 件 (2) Ye0,36=3fe)m0, 当 0<R<G 时 ， 储 人 台 
二 {zal(t)1zt)E4 就 是 4 的 一 个 。- 殉 ， 禄 据 推论 6.7. 6, 只 须 
证 明 4; 是 刘 紧 集 就 可 以 了 ， 再 根据 定理 6.7,8， 只 须 证明 机 一 
致 有 界 且 等 度 连 续 (因为 在 C[a,5] 中 的 列 紧 集 必 是 LI?[a,5] 中 的 
列 紧 保 ) 就 行 了 事实 王 ， Yzat #1)Eds, 则 


< 人 人 


一 点 


士 息 


D1= 未 ||,， “(8)ds jas) teasy 


<2D(| Ia(s)| rds) 二 (2 有 ?有 7。 
因此 怀 一 至 有 办 Wesh Vi, #2&[a,5]( 不 妨 设 二 1 过 ts), 有 


nt at l= ss) -| =(s)es| 
11 


[alsjds| 2(s)a 
半 人 字 剖 = 一 裤 汪 Ey 
SR| .和 | 和 


ra 


pF 


1 fi 2 cra | 
<a(|| ze 0]) 
1 


-+ | 上 1 一 在 
1 1 看 2 
- 站 
< (| lzCs)jzes) 
1 
Titatl’ (VaEd,). 


因此 少 等 度 连续 ， 证 毕 . 
注 KomrMoropoB 定 理 育 者 三光 的 应 用 ,特别 在 讨论 有 关 仿 给 
分 方程 的 问题 时 经 常 要 用 到 它 . 


6.7. 3 紧 集 及 紧 集 上 的 连续 映射 

定义 6.7, 4 设 X 是 度量 空间 , 4CX, 如 果 开 中 每 个 巴 疙 4 
的 开 集 族 中 必 有 有 限 个 开 集 覆盖 4， 则 称 4 是 紧 集 ， 如 黑 工 自身 

定理 6.7.11(W. Gross) 设 (X, p) 是 度量 空间 ,网 4 工时 
紧 集 一 4 是 自 烈 紧 作 ， 

证 明 “=>”: 设 4 是 紧 集 , 孝 4 是 有 限 集 . 据 定理 6.7.1 的 (2)， 
4 是 自 列 紧 的 ， 若 4 是 无 限 集 , 设 {zaj 是 4 中 任 一 点 列 ， 如 时 [zs 
不 含有 上 收 全 于 4 中 一 点 的 子 列 ， 则 {zs 必 含 有 无 限 多 个 个 此 相 异 
的 元 硒 ， 且 YyS4) 必 96, 汪 0, 使 得 开 球 O08,6y) 除 球 心 # 外 不 含 
(zo 中 的 点 (否则 ,将 是 {zj 的 基 个 子 列 的 极限 ). 吻 一 方面 ,由 二 


U oey, so4, 
:| 
乔 4 是 紧 的 ,因此 在 4 的 开 妖 盖 {0Cy,6,);yE 办 中 ,可 取出 有 限 个 
全 基于 春 荣 , 子 帮 这 , 有 有 有限 {可 数 ) 浸 盖 的 送 义 可 套 见 第 二 章 第 1 节 定 光 2.1,12， 
另外 将 定义 3.1. 12 中 的 到" 换 成 一 段 的 座 县 空间 艺 ， 就 得 到 度量 空 站 大 中 开 { 阅 3 强 


东 航 概念， 
$A 


开 球 如 壮 卫 ， 设 这 些 开 球 为 DV,, Cr， "ey DD 于 是 


[J 0.54. 
由 于 每 个 开 球 至 多 含有 {fe} 中 的 一 个 点 ,下 上 0; 系 多 包含 {zn} 中 
下 个 点 ,这 与 

| co,>>42= {2,} 

fi=1 


下 盾 , 从 而 证 得 4 中 任何 点 询 {z 必 有 收 伍 于 4 中 一 点 的 子 列 , 即 
生息 且 列 潜 的 . 
“< : 设 夺 是 自 列 紧 的 ,要 在 4 的 任 一 开 故 盖 中 取出 有 限 子 履 


浅 ， 用 反 证 法 ， 如 果 存 在 和 的 基 个 开 和 覆盖 山 G, 汪 4 不 能 取出 4 


的 有 限 子 禾 东 , 由 于 4 是 自 列 紧 的 ， 所 以 YaEN，4 有 有 限 的 二 - 


同人 记 BB 一 {f 全 ，22% 各 }， 显然 
E10o (9 去 4 因此 ,Yr 人 NN, 导入 人 守 B,， 使得 0( zw 六 不 能 被 
WE BD, 


有 限 个 开 集 G 所 覆 次 .由 于 <4 是 自 列 紧 集 , 所 以 4 中 的 所 列 {9} 
必 有 收 化 于 至 { 纪 小 收 训 于 一 点 加 E44， 设 ECG 因 ,是 开 集 ， 


所 以 35>-0, 使 得 0(g4,6) C6 对 此 杞 取 必 足 够 大 ,使 得 之 可 


EH. CO 的 的 ) 一 全， 出 vzcof gn, 二 有 


_1 
pT) EDT I ) EPO 0) 十 订 守 人 


二 
A ” , 
,OF #,, OCH) EE 这 与 每 个 of 
人 


玫 2 


二 下 能 被 有 限 个 开 集 G, 所 驯 盖 巴 质 ， 证 综 

注 ”由 定理 6.7.11 知 , 列 村 空间 和 紧 空 间 是 一 致 的 ， 从 语 紧 
空间 是 完备 的 ,并 且 度 量 空间 中 的 紧 集 作为 子 空间 也 古 完 备 的 . 

现在 把 闭 区 间 上 六 续 函 数 的 基本 性 质 拓 广 到 度量 空间 的 紧 集 
上 来 , 

定理 6.7.12 设 广 ,了 是 度量 空间 , DCX 是 紧 集 ,了 :D> 了 是 
连续 映射 , 则 f(D) 是 了 中 的 紧 集 . 

证 明 设 {9;} 是 f(D) 中 的 任 一 点 列 ， 相 应 地 有 DD 中 的 点 到 
{zn 使 得 (zn) 二 yn,# 二 1,2,.…, 因 也 是 紧 集 ,从 而 了 是 自 多 紧 集 ， 
所 以 {zx,} 含有 收 北 子 列 fr jj 收效 于 zoED， 由 于 了 在 z 处 运 续 ， 
所 以 

fC20) = Uimf Ca) limyo, 
生 站 (zo)EfCD)， 内 ; Dy 是 了 中 的 紧 集 十 弟 . 

从 定理 6.7,12 汐 让 明江 各 可 以 得 到 

推论 6.7.13 设立 ,F 显 度量 空间 , :XX-> 了 是 连续 映射 ， 如 
果 4CX 是 列 紧 集 , 则 f(A4) 是 了 中 的 列 紧 集 . 

推论 .7.14 度量 空间 下 中 的 紧 集 上 的 实 屠 连 续 旷 数 / 必 
涂 有 界 ,而 且 上 ,下 确 界 可 达 . | 

证 明 由 于 1 (中 是 一 维 欧 几时 得 空间 及 ! 中 的 紫 集 , 所 以 f(D) 
是 有 界 闭 集 , 即 有 常数 型 二 0, 使 得 |f(z) ! 所 对 (VYzED), 并 且 了 (D) 
的 上 确 界 加 及 下 确 界 为 也 在 fCD) 中 ， 从 而 有 zo，x1ED， 使 得 
f(r) = 二 yoy XD 二 站 毕 . 

推论 6.7,15 设 廊 , 了 皇 度 量 空间 ，DC 芒 ，BCY 是 紧 集 ,j 
是 上 到 B 上 的 一 一 的 连续 映射 , 则 是 扼 扑 映 射 . 

证 明 ”只 要 证 涡 了 ! 是 连续 的 襄 行 了 ， 为 此 ,总 要 证 明子 的 
逆 贞 射 了 把 吕 的 任何 半 子 集 4 映 成 闲 集 如 可 ， 因 为 D 是 紧 集 ， 所 


»77 。 


以 吨 指 也 子 集 4 也是 紧 集 ， 因 此 jd4)7 也 是 紧 集 ， 自 然 是 闭 集 ， 
证 毕 . 

我 们 可 以 仿照 闸 区 间 上 的 贡 数 那样 定义 度 虽 空间 中 映射 的 一 
致 连续 性 , 可 以 证 胃 , 紫 集 上 的 连续 喘 射 具有 一 致 连续 性 ， 也 可 以 
保 在 闭 区 间 上 一 样 地 定义 度量 空间 中 的 等 度 连 续 孙 数 族 ， 并 卫 把 
Arzela-AAscoli 定理 拓 六 到 度量 空间 中 的 紧 集 上 去 , 这些 证 明 几 翌 
和 在 闭 区 间 上 的 一 模 一 拌 ,我 们 这 里 予以 从 略 ， 


习 题 6.7 

I. 下 草 复 数 集 中 哪 一 个 是 列 紧 的 ? 

G) {2|[2|2))}; 

{iiy {2 |Z2 =2}; 

《iiiy {21|2| 是 不 大 于 1 的 有 理 数 ).， l 

2.， 举 一 个 座 量 罕 间 的 例子 ,在 它 上 面 有 一 个 党 全 有 界 集 不 基 到 暴 的 ， 

3， 设 瑟 是 库 量 空间 , 如果 互 中 每 个 完全 有 办 上 集 都 是 列 紧 集 , 则 互 必 是 守 
用 的 . 

4. 设 4 是 度 明 空间 六 中 的 可 分 集 ; {O04 | 46. 入 是 4 的 开 覆 莹 ， 则 马 可 荆 


{Ox1AE- 人 中 最 多 选 出 可 数 个 开 集 [Dj ,使 得 【】0;, 二 4 
T=1 
5, 设 4 是 度量 空间 苹 中 的 紧 业 ， "LAEA 昌 引 的 … 族 亲子 保 ， 如 时 
{| 4 中 在 意 有 限 个 并 Ps 的 党 集 玫 不 空 ， 则 中 六, 也 个 守 ， 
8， 度 于 是 [ey 妇 中 的 有 异 信 ,求证 从 合 
(F(z) = | f(t)dt, éla, b]IFEM} 


是 安 fa 拉 市 的 着 紧 舍 . - 
7， 设 (六 ,PP) 是 座 疙 空间 ;如 是 蔷 中 的 列 紧 集 , 肌 时 广 玉 ~> 肝 油嘴 
DOU Lt) TR) PLT) 
点 证 ;于 在 下 中 存在 上 办 一 的 不 动 点 ， 
3 证 如。Bs 是 度量 空间 马 中 的 丁 个 紧 节 集 ， 则 存在 xn ，Eia 使 
PE 一 站 人 


站 


9， 证 如 ， 空 间 s (定义 亿 § 6.1 俩 3 的 子 哩 4 列 紧 的 完 要 条 并 是 Ye< 
,3c,>0, 僵 得 Ys 一 {6} Ed 有 | | 才 en (8 二 1,2,"…). 

10， 证 明 : 窑 和 间 ze fco) 中 的 集 上 4 成 为 列 紧 集 的 充 要 条 件 是 4 
为 有 界 集 而 瑟 对 任 仙 正 数 2, 有 自然 数 #,， 使 得 对 一 切 %= {z 4 成立 着 


cn 


>) |zi < 


In, 十 1 
， 投 (于 , 记 和 (这 1, 记 ) 是 两 个 度量 空间 , DC,f 下 DX 是 一 归 射 ， 
如 果 V0 3 0. 当 zy zi 而且 P(E 二 6 时 ,就 有 Pi 人 r(x 站) 之 
5 则 称 了 在 全 上 是 一 致 连续 的 映射。 证 明 ; 当即 是 紧 集 时 ， 性 何 忆 > 六 的 
连续 映射 必 是 一 致 连续 的 ， 


$6.8 有 限 维 赋 范 线性 空间 
6. 8.1 有 限 维 线性 空间 


中 五 。 足 数 域 上 的 维 线性 空间 ， {ei, ez …， en 是 到, 的 
一 组 基 ， 吾 ,中 每 个 元 素 z 可 以 唯一 地 表示 成 基 te1, e1,"…， ee 中 的 
线性 组 台 
el 二 es -Een ,i =1,2,.'", 1), 
数 61, 62 gEn 称 为 关于 基 1e1, es ea} 的 私 标 ， i 称 为 了 的 
第 宇 个 大 条， 如 果 我 们 把 8, 的 元 素 z 关于 基 {ely es …yen} 的 举 
标记 为 (1, 22, En); 它 是 下 上 的 线性 空间 及" 中 的 元 素 , 令 
PIE ba rs Gn)s : 
虽然 是 到 R* 上 的 (线性 ) 同 构 映射 ， 因 此 如, 与 BR" 线 姓 辐 
构 ， 由 此 可 以 推 知 ,任意 两 个 % 维 线性 空间 都 是 线性 同 构 的 . 


6. 8.2 有 限 维 赋 范 线性 空间 


更 在 讨论 有 限 维 屿 范 弘 性 空间 ， 它 有 一 些 人 性 质 古 一 般 赋 范 然 
注 空 间 所 在 具有 的 ， 


*® FO + 


守 理 f, 8.2 设 五 ， 思维 的 贬 范 线 性 空间 ， {els C2 全 是 
百 ; 的 一 组 基 , 则 必 有 正 数 0,,C;, 使 得 Yz= SseeE, 成 立 著 


ce <lal<o( ls 外 (6.8.1) 
入 有 生 跌 射 
7 
是 ?2 维 菊 几 皇 得 窗 间 玉 " 莒 放 ,的 拓 盾 映射 . 
证 明  Yz- > EC 有 田 范 效 的 定 ¢ 多 和 Cauchy 不 等 
i=1 
式 知 
nt 
EE < 了 [es Pile ) (Pleo ). 
t=1 
2 上 
令 Ci 一 《32 es?) , 则 C4>0, 而 且 


nt 和 
Esc " (6. 8.2) 


时 出 一 - > Bis YO— Dune, eB, 由 和 不仁 碟 (6.8, 2) 庆 


a 
lz—yl<0( > én? ) ， “6.8.3) 
t=1 
队 而 到 有 


i , 
Ha hol (Be). (0. 8. 37) 


sn 


:中 的 点 ， 不 等 式 (9.3.3 ) 去 明 [中 作为 
《去 1 Es, "yy En" 的 上 嚼 元 中 连续 的 . 个 


人 
f{é; Egy vy En 二 | 26ed (VE,, <， ” ,ER"), 
则 了 是 至 * 上 的 非 负 连续 除数 ， 演 庶子 在 县 " 的 单位 球面 
,jn 
= és SER" (DE | -1 


上 的 函数 值 , 由 于 8 足 紧 集 ， 据 推 从 0.7.14 了 在 3 上 必 有 非 负 的 
最 小 慎 es 由 有 


本 (2 EEC WE Say, 二 ,去 身 ) 《8- 8.4) 
现在 证 其 Css>0，、 用 反 证 技 . 假若 Ca 一 和 网 3(81, 82%"'， 二 
使得 


FOEY, £4, «7s Es ) -12 ere ,=0, 


从 而 之 ,& ei 二 6. 因为 {er Bay "ys ea 是 BE, 的 一 组 节 ， 所 以 党 有 


二季 一 … 二 比 一 0， 


即 CE 是 及 * 中 的 零 元 素 ， 但 芒 不 含 零 元 素 ， 这 就 产生 
了 村 引 . 国 此 O00, 


Yr SEoEBN{0), (EL £2 7 EER'N\ {0, 令 


g-(Ssr) Gi =1,2,…, 0， 


四 (EE ES， 扩 兴 数 的 然 作 (2) 了 各 06.8. 分, 硅 


s 7 


， | 


zl -ee -Br ji pa -| 
tl + 一 1 i=1 


nn # fn 机 
(7 fk) > Dsl ) ， 
即 有 
及 ,4 全 
jl>0( > 下 ) | Y= Pts, ) (6. 8， 5) 


(6. 8. 1) 式 得 证 ， 

再 证 了 是 县 * 到 吾 。 上 的 拓扑 隐 射 ， 显 然 卫 是 如 "到 台 , 上 的 
一 一 映射 ， 只 须 证 明 人 TT 和 7T 都 是 连续 的 ， 由 〈6.8.1) 式 知 1， 
WE EL Sars En) 3 NE" 有 


TE—Tn|= | Dé -Se bE 
* 册 上 
<o( Sl-ml ) 一 CEHl, (6. 8. 6 


所 以 了 是 连续 的 .再 由 (6. 8. 1) 式 乔 ]， Ya= 2 Eeis Y= Nie 
CE 有 


1 
辕 | 总 1 . 
Een < 反 机 一列， (6.8.7) 
E 一 工 


所 以 了 ”也 是 连续 的 ， 证 毕 . 
推论 6.8.2 (1) 消 限 维 线性 空间 上 的 任何 消 个 范 数 都 是 等 
价 的 ， . 
(2〉 任 和 何 两 个 维 数 相同 的 有 辽 维 赋 范 线性 空间 都 是 拓 提 同 
构 的 ， 
» 2 4 


(3) 有 限 维 感 范 线性 空间 是 Banach 空间 , 因此, 任 一 照 范 线 
性 空间 的 有 限 维 线性 子 空间 是 闭 子 空间 . 

证 明 (1),(2) 留 为 习题 ， 这 里 只 证 (3)， 没 {zs} 是 % 维 赋 范 
线性 空间 E, 中 的 基本 列 ，T:R">E, 是 定理 6.8.1 中 给 出 的 映 
出 . 由 16.8.7) 式 知 , 20s 二 0, 使 得 


1 至 -和 一至- ii 元 zs x Vm, rEN), 


所 以 {T7zj 古 及 " 中 的 基本 列 , 由 吾 " 的 完备 性 知 ， 导 5 有 ， 使 得 
i2-1za 一 看 ->0(mw->co)， 再 由 (6,8, 1) 式 知 , 30,>0, 使 得 
] zw 一 全 引入 CT rt (YnEIN), 

从 而 | ra 一 了 二 ->0(8->ocoy， 因 此 号. 是 Banach 空间 ， 允 因为 度 
量 空 闻 隐 完 洗 子 室 间 是 闭 的 子 集 ， 所 以 任 一 赋 范 线性 空间 的 有 限 
锥 线性 子 空间 是 闭 子 笃 间 ， 证 毕 . 

下 而 讨论 有 限 维 践 范 线性 空间 的 特征 ， 先 介绍 一 个 在 页 范 色 
性 室 间 理 论 中 很 有 于 的 引 理 . 

5| 理 8. 8.3(F. 及 ie3z) 设 瑟 | 是 路 范 线性 空间 已 的 真 同 子 室 
间 , 则 Yesc0,1), 习 xosB, xol = 二 1 使 得 

plro, Po) “inflzo—z ==£, 


证 明 人 尾 取 YE 一 下 0 由 于 才 | EP Cr, Eo) > 


因 名 > 所 以 3zicB， 使 得 jz 一 地 < 和 全 加 = 让 二 2 ， 则 
[zl =1YzEBo, 因 zz]re Eo, 记 以 


Ir- Cr te rl) 


从 而 
。 空 1 1 了 
jz 一 zol = 二 和 一 rt tle le) | 
1] 1 1 空 】 了 
> 
二 


er ie ee ea 


因此 p (eo, Bo) 光一 >e. 证 毕 . 
| | 


定义 6.8.1 丸 果 赋 范 线 糙 空间 吾 中 任 一 有 界 子 集 都 是 询 紧 
的 , 则 称 召 是 局 部 列 紧 的 ， 

有 限 维 赋 范 线 性 空间 上 其 有 下 面 的 特征 : 

定理 8.8.4 财 范 线性 空间 殖 是 有 限 维 的 充 蓝 亲 件 是 五 为 局 
部 列 紧 的 . 

证 明 “>"; 设 吾 是 有 限 维 谣 范 线性 空间 ， 并 设 豆 的 维 数 是 
n, 了 :及 *->B 是 定理 6.8.1 中 给 出 的 映射 ， 设 4 是 五 中 任 一 有 界 
子 集 , 即 了 对 >0, 使 得 ¥YxEA,4x1 筷 对， 由 定理 6.8.1，340;>>0， 
使 得 


[Tz <Fls 1<FM (YzG4)， 


因此 4 起 R" 中 的 有 界 集 ， 从 而 了 "! 和 4 是 臣 * 中 的 列 紧 集 ， 又 
是 连续 的 , 据 推 论 6.7.13, 4 一 T(T7 4) 是 吾 中 的 列 楷 集 . 
“< ; 反 证 巷 。、 假 省 如 是 无 限 维 的 , 令 
S= {rEEI|zI =1), 
则 坊 是 去 的 单位 球面 ， 任 取 E58, 记 Bi 为 {x 小 张 成 的 子 空间 , 即 
8, 一 spant{z}; 则 吾 , 是 吾 的 有 限 维 真子 空间 , 和 由 推论 68.2 的 (3) 
知 , i 是 闲 的 ， 再 由 引 理 6. 8. 3 知 , xs€S, 使 得 


plxss BI) = inf lr 一 zj > 玉 ， 
工大 局 ， 
出 于 riE 到 ,所 以 jzs 一 zi > 5-， 记 本 为 {x1，zx2} 张 成 的 子 空间 ， 
即 Bs =spanfzi zs)， 则 Bs 也 是 召 的 有 限 维 真 闭 子 空间 ， 仍 用 引 


理 6,8,3 向 , 习 zsE 呈 ,使 得 


1 
plsss Ba) = Inf es al > "9 


3 
» 84 .+ 


由 于 Tis rs€E EE,, 所 以 lzs--zil > 到 一 1， 2) * 这 样 继 续 做 F 去 ， 出 
二 假设 五 是 无 限 维 的 ;因此 可 以 从 玉 中 取出 -- 列 元 素 x，z2， …， 
zis 使 得 人 EN 邓 天 天 座 和 ,成立 re 一 了， 于 下 有 轩 


集 呈 中 的 虚 列 {z 本 可 能 含有 有 疏 仿 子 列 . 印信 不 是 列 基 集 ， 这 与 
互 的 局 部 列 紧 性 了 矛盾， 因此 召 是 有 限 维 的 。 证 毕 . 

注 6.8.5 从 定理 6.8.4 及 其 充分 性 的 证 明 可 以 看 出 ， 有 有 限 
维 夺 范 线性 空间 中 的 任 一 有 界 闭 集 是 紧 人 党， 自然 它 的 单位 球面 各 
闲 单 位 球 都 是 紧 集 ， 然 而 在 无 限 统 赋 范 线性 空间 中 却 存 在 霹 非 列 
紧 的 有 界 闭 焦 , 如 空间 的 单位 球面 和 闭 单位 球 都 是 有 界 闭 集 , 但 都 
不 是 列 紧 集 , 也 就 更 不 足 紧 集 ， 由 此 可 以 得 到 下 述 结 论 : 

妊 范 线性 空间 互 是 有 (无 ) 限 维 的 充 要 末 件 是 如 的 闭 单 位 球 
B= {7EBIz| 所 1} 是 (不 是 ) 紧 焦 . 

这 个 结论 指出 了 有 限 维 赋 范 空间 和 无 限 维 赋 范 空间 的 根本 益 
别 ， 正 因为 这 个 差 踢 ， 无 限 维 空 出 中 的 分 折 课 是 远 比 有 限 维 守 向 


习题 68 
1， 证 咀 排 论 85.8.3 的 1) (32)， 
32， 证 明 汛 限 锥 的 Banach 空间 不 能 分 佣 成 可 笋 个 列 紧 集 之 并 . 
3。， 设 站 是 瑞 限 维 的 Banach 人 空间， 证 唱 必 和布 存在 … 列 训 限 挫 上 胖子 空间 
:各 使 得 昌 一 |]} 无比 和 Banach 空间 中 不 存在 可 数 个 向 二 


固 三 1 
{er 构成 Hamel 基 ) . 
4， 设 王 是 醋 范 线性 空间 ， 4 是 天 中 的 有 蜡 上 奉 证明;，4 是 完 侈 有 办 和 集 
的 充 缀 条件 是 Ye 守 0, 都 存在 六 的 有 限 统 于 空间 并, 使 4 中 丝 点 与 痊 , 的 王 
亢 郡 小 了 2。 


* 3 * 


第 七 章 ” 线 性 算 子 与 线性 泛 晴 


线性 算 子 和 线性 泛 孙 足 汉 立 分 析 了 研究 的 芷 本 对 象 . 本章 讨论 
线性 算 竹 和 线性 江 晤 的 一 般 概念 和 其 本 性 质 ， 


$7.1 线性 算 子 ( 泛 函 ) 的 报 您 及 有 界 性 

7.1.1 线性 算 子 与 线性 学 汞 的 完 光 

算 子 通常 是 指 线性 空间 到 线性 衬 间 的 蹊 射 ， 峙 唱 是 典范 袋 性 
空间 到 冉 范 线性 空间 的 肌 射 ， 有 时 也 还 称 且 射 汶 算 子 ， 借 域 为 娄 : 
。。 集 的 算 于 称 为 泛 函 数 ， 税 称 为 泛 防 ， 算 子 一 般 可 分 为 线性 的 和 间 

线性 的 两 类 ,我 们 这 里 主要 讨论 线性 算 子 和 线性 汉 函 ， 

定义 7.1.1 谨 互 和 了 是 数 城 把 上 的 两 个 线性 空间 , 了 D 起 基 
的 线性 子 空间 ,了 是 如 到 了 中 的 一 个 占 射 如 果 Vx gD, Ya, HE 
下 ,成 立 

Tmr Py) 一 二 有， 

则 称 卫 是 线性 算 子 ， 称 刀 是 了 的 定义 域 ， 也 记 为 名 (7), 称 TD= 
{PzJzE 中 是 严 的 值 域 (或 象 咸 ), 也 记 为 . 亚 ( 四 到 值 为 复数 或 实 
数 的 线性 算 子 ( 即 妇 (7) CK) 分 别称 为 复 的 或 实 的 线性 江 国 , 统 

注 ”从 定 儿 7.1.1 可 以 蛋 出 ， 线 性 算 子 人 及 共 定 义 域 名 () 
CX 各 值 域 到 (CC 其 有 下 列 性 质 ; 

1” T=#. 

2” 议 (了 ) 是 了 的 线性 子 空间 ， 

3” 如 果 dim) = 过 十 00; 刚 dim (7) 寺 dim 久 (0). 

1"、2” 是 显然 的 . 现在 证 明 3":; 在 统 ( 了 DD) 中 任 磋 ww-Hl 个 元 
s+ 


二 Hs 2 办 (C20 中 在 在 1 下 和 拱 了 > i 
CG =1, 2， … 二 因为 dir (了 一 筷 ， 所 以 lay Ty +l 有 


n+ 


相关 ， 即 存在 不 全 为 8 的 数 aas as+iEE 使 得 >) iri = 0, 
从 而 


如 十 二 


>) a = Se Tx, =7( Soe, ) zx; |=T00) =:0, 
站 二 1 


因此 六 Wnt 1 十 线性 相关 的 ， 下 dim Se (TT) 一 dim (1) 


下 看 上 蔡 一 些 例子 . 
例 1 设 笠 刁 执 城下 上 的 % 维 向 景 空间， 在 六 中 职 :组 基 
{er ez ye， 相应 于 尾 巷 一 个 姑 关 下 算 耻 人 有， 作 王 一 到 和 


子 工 如 下 : ak 半 一 7je 生 里 时 ， 
1=1 
y=T2= DYies (人 
t=1 


共 中 ;二 p30 jy 这样 定 尺 的 了 是 一 个 线 


性 算 子 ,这 个 线性 算 子 在 线性 代数 路 称 为 线性 变换 , 在 基 {e1,e2… 
en} 下 ， 策 子 显然 自 纺 了 人 唯一 确定 ， 有 了 时 就 二 接 记 冷 了 = 
(F142. 
反 过 来 , 设 T 了 是 站 -> 下 的 任何 一 个 线性 算 子 , 田 于 了 了 e 让 ep 
:ea 的 把 性 组 合 ,所 以 必 有 上 矩阵 4， 使 笃 


人 Bi | -tajes -- + 十 nin 二 ne 


因此 ， 当 zzje 挟 于 革 ,由 信 的 线性 可 得 
1=1 


| 


名和 := 2 (Tej) = Se ( Pisse:) 
-Dm = 一 > es 


t=1 “1=1 
这 里 3 Wi pa i=: 1， 2 “2 即 了 是 LL 十 条 隆信 ,)) 的 
算 子 . . 
出 此 可 知 , 在 有 限 维 线性 空间 上, 当 葵 底 选 定 以 后 ， 线 性 算 子 
与 短 阵 居 相 对 应 的 . 


大 
设 人 Ca Gop 十 一 组 数 , 当 2 一 > re |, 窟 尺 
{=1 


f {2) = > Gir, {7. 1. 2) 
易 知 ,了 是 示 二 的 线性 证 芍 . 民 过 来 ,， 胡 果 了 是 王 于 的 级 性 渗 国 , 记 


名 
二 a) 一 12 和 是 时， 由 于 的 线性 可 得 
t=1 


f(r) = > rif (ei) = Pig 
E=1 


由 此 可 见 ，%# 维 线性 空 但 上 的 线性 泛 阔 与 数组 (a., 02,…, Qs) 和 相 
对 应 . 

注 由 例 1 的 讨论 ,还 可 以 得 到 如 下 结论 

说 是 下 上 上 的 维 线性 空间 ,了 是 的 加 维 革 室 闻 (m 过 区， 
当 久 和 了 的 其 选 定 以 后 ， 扩 > 了 的 线 姓 算 子 与 澡 xR 知 陈 (11) 一 
一 对 应 . 


例 2 没 Plt)-= Dat 是 高 杂 数 多 项 式 ， 作 CLa, 51> 


于 各 站 


Ce 的 算 子 了 如 FivVzCDECcnres 8, 仿 
于 了 人 了 一 > P(E ty), 
网 是 Ceo[e 6 到 CLa, 6] 的 线性 算 子 ， 
了 Yj 映射 
f(t P(E )a Oa, 


是 避 [ez 上 的 线性 证 国 . 
例 3 谈 二 是 线性 乍 间 ,% 是 一 给 定 的 数 。 喘 对 


rr 


子 或 报 竺 算 子 , 记 作 7 
全 4 VzEC[a5], 定 多 
Tr(t)=| zd, 
由 积分 的 线 件 知 ， 工 证 CLa,85j 到 CEa, 05 中 的 线性 算 子 . 蔡 令 
f (2) -| Cr) gr (¥YxECra, Db), 


风 了 是 CLs, Bj 上 的 线性 江 俏 ， 

通常 全 基 个 函数 罕 闻 站， 由 微分 运算 (如 缠 2 中 的 算 于 2 和 硬 
分 运算 {如 例 4 中 的 算 子 ) 所 定义 的 算 子 ， 分 别 泛 称 为 微分 偶 工 和 
积分 算 子 . 


rm 


7. 1 2 ”线性 算 子 的 有 界 性 与 连续 性 

在 度量 宣 间 中 已 分 级 过 连续 映射 的 贩 念 ， 线 性 算 子 由 于 只 有 
可 加 性 , 所以 美 于 连续 性 有 更 进 一 歼 的 结果 ， 

定理 7.1.1 设 和 ,都 是 赋 范 线性 空间 , 六 是 工 的 线 体 子 空 


s FA 4 


间 , 是 万 到 了 中 的 线性 算 子 ， 如 果 卫 在 某 一 点 zvsD 连 纺 , 寺 了 
在 六 上 上 处 处 连续 ， 

证 明 YYxED, 设 zDDR 一 1,2,.…), Ht-> 二 2 
一 zcy 由 假设 人 在 z 处 连续 ,所 | 以 当 ">co 傈 ， 

Tax, — Tr +Tro— T(r m2 rn Taro, 

因此 Tz 一 了 zx; 即 了 在 % 处 是 连续 的 ， 证 毕 . 

由 此 可 知 , 要 验证 线性 算 子 了 是 连续 的 ， 只 要 验证 了 在 日 点 
连续 就 可 以 了 . 

例 5 设 了 是 % 维 赋 范 线性 空间 到 赋 范 线性 空间 了 的 线性 
算 了 了 , 则 了 在 入 上 处 处 连续 . 


证 明 在 部 中 取 一 组 其 {1el， Bay "yp en}- 设 Tn 一 ejET 
划一 


(m=1,2, '*), 朋 Tan > 妈 1 ze -全 日 据 定 理 6. 8, 1, 


和 四 
(> zl -> 站 Cm-> on ), 


导 而 当 Te Pi, + 六 一 > 从 《2 一 }, 2， "np n), 于 是 


| 2 
[Tr =: | 6 max | 全 和 (> [rel }>0Cm>00) ， 
1 二 了 二 中 Tl 


1 二 1 


办 此 Tz->0…79, 即 了 在 x 一 9 处 过 绪 ， 证 毕 . 
就 义 7.1.2 设 卫 、Y 是 两 个 赋 范 线性 空间 , DD 是 和 的 线性 子 
空间 , 人 不力 到 了 的 线性 筑 了 ， 如 果 了 了 将 其 定义 域 中 的 每 个 让 界 


rr 


ar mr ra 


显然 ， 赋 范 线性 空间 中 的 相似 算 于 是 有 界 的 . 
定理 7.1.2 设 久 ,了 都 是 峰 范 线性 空间 ，T 了 是 六 到 了 的 钱 
注 算 子 , 则 下 列 三 件 事 等 价 : 


* 1 +， 


(1) 了 是 有 界线 性 算 子 . 
(2) 3 常数 导 半 0, 使 YzE 玉 ,有 
Tx| Mx, (7.1.3) 
《3) 了 是 连续 的 线性 算 子 . 
证 明 (1) 志 (2). 该 T 是 有 乔 线 性 算 子 ， 则 把 单位 球面 
S= {yyEX, 1yl=1} 

陕 射 成 一 个 有 界 集 , 所 | 以 有 常数 开关 0, 使 YyES, 有 | Ty 上 所 村， 当 
?二 日 时 , (7.1.3) 式 和 色 然 成 立 ， 当 xE 避 一 { 全 时， 作 # 一 站 Es 网 | ye 
名 从 而 


| Tz 
Rxll 


| 中 | = <n, 
| 下 


因此 (7.1. 3 对 … 场 xX 成 让， 

(2)=>(3). 设 {wr} 己 入 且 za， 由 【7.1. 3) 立即 可 知 了 zs 
?9, 即 了 在 4 二 6 点 连续 ， 失 而 了 在 了 上 连续 . 

《3)=>(1T)， 友 证 法 .假若 下 不 是 有 舌 的 ， 则 必 存 在 正 数 型 
及 下 中 的 有 界 集 4CO0O 并 0), 使 得 T4… {17z1zE4 不 是 了 中 的 
有 界 集 , 即 对 每 个 自然 数 x, 存在 zoE4, 使 得 17zoj 送 2 好 0o， 令 


Wy = 二 >0 (2 >c) 从 丽 ?9 然而 
和 "> 2 
这 与 了 在 少 点 连续 的 假设 相 了 矛盾 ,所 以 了 是 有 春 的 .证 毕 ， 

因此 , 对 赋 范 线性 空间 中 的 线性 算 子 ,以 后 可 以 用 {7.1.3) 式 
作为 连续 性 或 有 界 性 的 定义 . 

下 面 我 们 建立 算 子 范 数 的 概念 . 

设 羡 ,了 是 沽 个 赋 范 线性 空间 ， 了 是 六 色 了 的 有 界线 性 算 地 ， 


s Tr 


Ty = 一 


<1 二 12 


时 


径 谋 EE 访 ， zo 闫 日 称 

zol 
为 TT 在 x。 方向 的 伸张 系数 ， 裕 ze 方向 取 %， 即 4 二 Qto( & 为 数 )， 
当 a 关 0 射 ， 


Tz _ Tz) 


让 3 jxzol 中 IE -oT 
站 m 方向 ， 算 子 守 的 伸张 系数 是 一 个 定 艇 ， 由 定理 7.1. 
和 色 , 开 的 一 团 方 周 的 伸张 系数 所 构成 的 数 集 


| | 人， 有 :人 


是 有 界 的 ,因而 已 有 上 确 界 , 这 个 上 殉 界 就 中 我们 所 定义 的 算 子 工 
的 范 数 . 

定义 7.1.3 设 ,了 是 两 个 赋 范 线性 空间 , 了 是 王 玛 工 的 有 
界线 往 算 子 , 称 


i 
[二 sap 于 


工 自 天 一 引 jz 
为 算 子 了 的 范 划 
和 由 定理 7 1 2 立即 得 到 有 界线 性 算 子 的 范 数 是 有 限 的 ， 
8| 理 7.1.3 设 了 ,了 都 是 赋 范 线性 农 间 , 了 是 了 X 到 了 的 有 从 
线性 算 子 , 则 
[Tx trlz] CrtEA), 《7.1.3 ) 
并 且 
b= ‘sup pp ET! 一 Sup ITal, (7, 1. 4) 
证 明 (7.1. 3 ) 是 最 然 的 , 今 证 (7.1. 和. 事实 上 出 (7T 3 
站 其 可 香 


[FT sp [Tr sup ITai. 
| Tc 8 二 


T 全 光量 


另 一 方面 ,Ya ， 册 于 是 范 数 为 + 的 向 量 ， 央 此 
| | 二 sup zz 
| wi) < ssp lr, 
上 式 左思 琶 上 确 界 后 得 到 1 了 1<< sup 17x1， 由 此 得 到 (7.1. 人 ,证 
最 然 ,当世 = 了 ,P=7( 单 位 算 子 ) 时 ,1T1=1 
现在 举 一 个 具 作 空间 中 具体 算 子 范 数 求法 的 例子 . 
例 6 在 a,5] 上 定义 算 于 TP 如 下 ;: 
(TPCz)=) a CWfeLLe,d]), (7.1 8) 
(1) 把 了 视 为 LEe,5] 到 CLa, 的 的 算 子 , 求 | 了 |; 
(2) 把 卫视 为 4,6] 到 ZL[a; 如 的 算 子 , 求 1 外 |. 
解 算 也 的 线性 是 显然 的 ， 下 面 分 别 求 174， 
(1) 设 T， LCEa，8]->0[a，0， 任 取 feLia,b], 由 对 fe 
CTa,b]], 从 而 


17 = max | (Tf) (2)| = max 
下 并 和 最 号 并 证 


[Ca 
< max | FD GE HD Ef, 
由 此 可 知 了 是 有 界 的 , 并且 171<<1， 另 一 方面 ， 到 f= 
te[a,51, 则 foELfa,5], 并 且 
= FD) = | gi = 
于 是 


[73 = sup 771 >1Tf = max | Lf 
1 = 1 本 . 


和 


因此 1Y| =1. 

(2) 设 T，L[a,573>Lfta,5]， 任 取 fEL Tia, 83， 由 于 名 fE 
ze 的, 从 而 

r= fa lar<{ {lfc le 
<{ {Od da ofl, 

因此 ,也是 有 界 的 ， 并 且 1T1<<56 一 a， 另 一 方面 ， 对 任何 使 得 o 二 
一 <6 的 自然 数 w% 作 冰 数 : 
: 有 当 ze| oa4 二 时， 
1" 0, 当 zE(at 二,5 | 时. 
显然 ,fCEL[a,5],4f 有 =1, 而且 
fl= {| #0 | 


小! 


-=| Croaril ' Mp [ oat |dz 
1 
~ 
1 
en 
鼎 以 又 有 :了 sup 1Tfwl =8-…a， 因 此 1T1=8 一 a 
nba 
例 6 举 这 我 们 , 旺 然 形式 上 是-- 样 的 算 子 (例如 都 是 由 {7.1. 5) 
式 定 多 的 积分 算 子 ), 人 得 由 于 杭 为 不 同 空 间 的 肤 鞋 ， 它 们 移 范 数 未 


必 相 辐 . 
一 般 说 来 ， 求 ~ 个 具体 算 子 的 范 数 并 不 容易 ,因此 ,在 很 多 场 


$$ 


合 只 能 对 算 了 了 的 范 获 作 电 知 计 ， 
下 面 举 一 个 无 界线 件 算 子 的 例 后 ， 从 而 说 明 并 匡 每 个 线性 算 
子 者 是 有 界 的 ， 
例 7 设 了 是 CLa, 5] 中 具有 连续 导 函 数 的 函数 爹 体 所 成 的 
线性 于 空间 , 蜡 然 也 按 GLa, 厢 的 范 数 也 是 一 个 赋 范 线性 空间 ， 令 
(Pa) hat) (Va(t)EX), 


则 卫 是 天 到 CLa, 纪 中 的 线性 算 子 ， 了 是 无 办 的 ， 事 实 上 , 硅 瑟 中 
肥 zt 一 ee 全 二 2 7 则 EN |z,| = max | et | 
= 然而 

(和 ze) ne 9 
即 


1 到 和 -二 max | REA) | 二 E> (R200 ), 
和 上 


所 这 是 一 个 无 界 的 线 福 算 子 . . 
对 十 赋 范 线性 空间 上 的 线性 汉 国 1 我们 总 视 了 为 了 到 数 域 

长 所 成 的 赋 范 ( 即 对 gE 及 ,规定 |a| = 二 1g|) 线性 空间 的 线性 算 子 . 
因此 ， 革 于 访 国 的 连续 性 ， 有 界 性 以 划 它 们 之 癌 的 英 系 就 不 俏 复 
述 。 对 干 郁 范 线 性 空间 天 上 的 连续 线性 认为 1 下 于 2) ERCVz 
及 ,所 [ 

If ez) =| f(r) |, 
办 南 了 的 范 数 束 是 

Hf = sup | jz， {7.1.6) 


对 于 线性 泛 函 ,还 有 下 面 的 和 连续 性 竺 价 的 定理 . 
定理 7. 1.4 设 基 是 赋 范 线性 空间 , f 是 关上 的 线性 泛 函 ， 则 
， (1) 站 是 连续 的 和 Sf 的 零 宝 同 (有) 一 {zcX1If(Y) 二 中 是 X 


的 闭 线 性 子 空间 . 
| 


(2) 非 蕊 王 性 泛 玫 了 是 未 连续 的 sj( 力 在 立 中 精密 . 

证 明 (1) “>”; 设 上 是 迄 绪 线 任 汉 函 , 又 设 wo 人 站 (= 
,2，…)，zu->z2， 由 了 的 连续 性 可 得 用 7)=limf(w)=0, 因 此 2 
(有 ,所 以 (了 有 ) 基 闭 集 ， 又 (让 显然 是 善 的 线性 子 空间 ,所 坟 
WA( 有 是 的 六 线性 闻 襟 间 . z 

"<-”， 设 (人 ) 明 闭 集 ， 如 果 下 不 是 有 界线 性 江 消 , 则 对 每 个 
自然 数 R, 必 有 7.E 关 【zal 二 1, 使 得 | 有 zx,)[ 汪 n， 
仿 


+ 


EF 
了 (zi 一 J py 
则 C9) 二 0, 归 六 全 AC 有 ,大明 
x 
| Ta | Fe TF 
即 和 > 5， 但 是 太一) 一 二 从 而 jE(). 这 入 () 
基 闭 集 学 秆 ， 因 此 了 是 有 界 的 ， 
(2) “=>”: 设 了 是 不 连续 的 ， 由 定理 7.1. 1，1 必 在 r= 汪 点 不 
连续 , 从 而 存在 {12z 人 近 ， za， 但 站 (2 Er 这 里 5 为 其 
个 常数 )}，YzE 站 ,起 然 


f(z) , 
“J 


Ys = 


并 且 
(x) 


光一 FE 一 站 


es 
所 以 .4-( 力 在 下 中 稠密 . 

“<": 反 证 法 ， 假 如 了 是 连续 的 , 由 -./-( 力 在 X 中 秽 密 知 ，Yxe 
,afzdC.j 人 用， 使 mr>zy 从 而 藉 z) 一 limyj(zo)= 0, 这 与 假设 / 
昔 零 矛盾 、 证 毕 ， 

和 


7.1.3 线性 算 子 空间 
设 瑟 , 了 是 数 域 疏 上 的 两 个 线性 空间 ,我 们 以 并 {六 ,了 ) 表示 
出 互 到 王 的 线性 算 子 的 人 全体， 类似 寺 国 数 空间 的 线性 运算 ， 我 们 
在 多 [ 瑟 , 了 ) 上 规定 线性 运算 如 下 :Y4d, BESECX, 了 ), Yui 长, 令 
一 
Kad(Czy oAr) (VrEXY). 
性 然 , 4 二 卫 ,adE SI， 称 半 :上 B 为 算 子 二 司 召 的 和 ,%.14 为 数 
ax 与 算 子 4 的 积 ， 易 知 缉 (了 ,了 ) 按 卫 述 线性 运算 成 为 一 个 线性 空 
尊 . 今后 如 不 另外 说 明 ， 对 算 子 空间 总 是 采取 五 述 加 法 与 计 习 
设 五 ,下 ,也 都 是 数 域 上 的 线性 空间 , TEC 人 ,1 
E&I 有 9)， 必 芋 到 六; 玖 算 于 了 :TI 如下; 
{To Tr TT 
显然 ,727TIEI(F, 2) 称 了 :71 为 算 子 TT 与 了 ;的 积 ， 简 记 为 
7? 了， 类 似 地, 我 们 可 以 规定 有 限 个 线性 算 子 的 积 卫 Te…T， 及 算 
# 个 
了 的 寄 到 一 和 人 人， 记 下 一 [( 恒 各 算 子 ) 
如 时 四 二 四 /二 天 os 网 了 7 与 了 Ts 在 嘉 二 痢 有 章光 ， 一 般 她 
未 必 有 了 7 一 人 TIT, 如果 此 等 式 成 立 ， 则 称 算 对 Ts 与 也 是 可 奖 
例 8 存 Ci0,1] 上 定义 算 子 TT、T; 如 下 : 
(T.2)(1) —{ C3), zECLO, 13, 


(Txt rt), TECTO, 11, 
则 不 , 与 Ts 是 不 可 交换 的 . 
证 明 显然 了 ,2 都 是 CE0, 1 到 C50, 1 的 线 手 算 子 . 


CTT12)t) tf rs) ds, 


(TT)t) = | szCs)¢s. 


哲 取 xo(#) 三 1C2EL0,1D), 则 
(CTT LTO) 让 


£2 
(TTR (CE) 二 本 


国 时 了 天 到 
线性 算 于 的 积 上 其 有 下 列 性 质 ; 
没 瑟 , 瑟 ss 都 是 数 威 及 上 的 线性 空间 ,7T/、T1E2CZ， 
EI), Te Ti EC ET, Ra), TAELCEs, Xs), 
1 TAT)T, Ts TT )) 
2° TIT TT) (Cae), 
ToT)=e(TT) (gEK); 
3” TT TT, 
(Ts t THIT = TT, Ta Ti, 
性 质 1",2”,3” 都 比较 明显 , 这 里 只 证 1 9。Yzxf 驴 ， 据 算 子 积 
的 定妆 ,有 有 
[3 了 让 二 (了 人生 了 3 了 让 
= TPT = TTT ) jz, 
国 此 CPT2)T, = TTsT,)， 证 毕 ， 


7.1.4 有 界线 性 算 子 空间 

设 和 .了 都 是 数 域 拓 上 的 赋 范 线性 空间 , 我 们 以 名 (XX, 了 ) 表 
东 由 芋 到 了 的 并 界线 性 算 子 的 全 体 . 

定理 7.1.5 券 (X, 了 ) 按 通常 的 线性 运算 及 牌子 学 数 成 为 一 


es 人 


个 由 范 线 性 空间 . 
证 明 V4, BE 箔 (六 ,了 ), YzE 革 ,用 于 
[A+ B)zl=) 42 Bol < A + Bz 
Allzl+hBilzkt = Al FB, 
所 以 44 BE 纺 ( 和 ,了 ) ,并 且 
(4+ B= soap1(4+B)zl< sup Azl-t sup | Ba 
一 上 41 二 五] 
又 YaE 收 , YzEX, 由 于 
eaa)rzl = la(AzY = iellArle lel Alle, 
所 以 xaAE 妇 ( 玉 ,Y), 并 且 z 
laAi-= sup (AD 人 一 | sup Arl 


三 |gllA4l. 
最 后 ,1 和 == sup 442 之 0 而 且 
jiAl=06A7=8 (YrET) =0. 证 毕 . 
邻 后 称 好 (了 ,了 ) 为 有 界 妈 性 算 于 空间 ， 当 革 王 了 了 时， 我们 将 
三 (于 ,天 )} 记 为 多 (了 )。， 特 别 用 轧 * 玫 示 伯 ( 玉 ,有 )， 如 了 * 肖 示 赋 
范 线性 空间 匡 上 的 这 续 线性 和 函 全 体 ， 由 定 因 1. 5 位 , 世 * 眉 通 
党 的 线性 运 自 及 泛 国 的 范 孝 和 放下 基 放生 
轻 竺 闻 . 
定理 ?1.6 落 了 是 Banach 空间 , 则 党 (XX, 了 ) 是 吾 anach 宇 
间 . 
证 明 设 记 ,是 朗 (X, 了 ) 中 的 基本 列 ， 即 Ye>>0， 了 站 然 数 
二 和 N(e), 使 得 当 #, 扣 宇 六 时 ,TT, 一 TT 过 e， 因 此 fx 和 当 友 ， 
和 2 
ET 一 
elal, (7.1.7) 
99 。 


ee em ee en me em i 
rp 


也 全 是 区 中 的 基本 列 . 由于 了 是 完备 的 ,所 以 3yEY， 使 得 
y= mh,x. 作 芯 -> 了 的 算 子 了 了 如下: YxE 记 , 邻 
Er=y=limT ,2. 

易 知 了 是 于 到 了 的 线性 算 子 .在 (7.14.7) 式 中 令 mm > co 就 得 到 

一 于 zl (tN). 
由 于 不依 辆 玉 gz, 所 以 王 式 说 明 , 了 一 了 E 喇 ( 开 了) 从而 下 一 了 
一 《Tw 一 了 大 ( 汪 , 了 ), 并 且 当 ## 空 NN 时 ， 

一 Tl = sup HP — TY se, 


所 以 lim 到 ,一 人 | =0。， 证 毕 . 


由 于 民 按 绝对 慎 作 范 数 构成 Banach 空间 ， 所 以 立即 得 到 下 
而 的 结论 . 
推论 7. 1.7 赋 范 线性 空间 革 的 共 轿 空间 X* 是 Banach 空 
间 . 
定理 7.1.8 设 了 ,7 了 ,名 都 是 赋 范 线性 空间 ， BES 细 ( 和，Y)， 
AF 六 (YY,2), 风 4BE 祁 (了 , 儿 ), 且 
上 ABI < ANDY. 《7, 1. 8) 
证 明 YzE, 由 于 
ABzl < A Brl< lANIBY He, 
所 以 4BE 她 ( 苹 ,2Z), 而 且 14B4 所 i4118|I，. 证 毕 ， 


习 题 ?7.1 


IT， 讶 ?| 7: 下: 一至: 分 别 由 下 臣 定 六 : 
加 
加 
试 征 了 ,7. 是 有 界线 手 算 于 , 求 出 它们 的 范 数 , 提 说 明 它 们 的 及 向 意义 ， 
2，、 证 可 C09 可 到 Ca;j 的 自 子 
" TO0 + 


T(t) 
是 连续 线性 算 子 , 并 求 出 它 的 范 数 . 
3。 设 互 .了 是 髓 范 线性 空间 ， 了 : 左 -*Y 是 线 竹 算 子 、 试 证 : 者 人 有田， 
天 的 等 子 空间 
Hr CT) {|TEE, TE 
是 下 的 闭 子 空间 ， 鞠 问 : 当 .f (T) 是 下 巩 装 子 空间 时 , 了 是 否 有 界 ? 六 什么 ? 
4， 设 ao ass… 是 一 列 数 ,suplas| << 二 co 令 
四 (Ye (rir ) ER), 
其 中 所 = 王 est 人 = 12)， 证 明 严 是 王 到 天 的 有 界线 性 算 子 ,并 号 | 开 = 


supla,). 
全 


5。 设 无 汰 上 捍 阵 (Caw) 0 2 请 足 
sup S| aws| toe, 
”1=1 
从 Tr {yy ) (Ve= (rit) EL™), 


其 中 一 了 1azrs(i 一 1,2,…)， 证 明 下 是 直 刘 1 的 有 界线 性 算 子 ,并 
= 


EM 
E 站 一 了 


6. 设 P>1， 工 十 工 -.1. 定 叉 
pp J 


Tix Cys Yas 2 (To Er) 


其 中 一 tixsth=1，2，…), 丽 且 
+1=1 


四 

(> le) <tea 
k=1 “i1=1 。 
还 曙 人 TT 是 lr 到 Lr 的 有 要 线 性 算 子 . 

7， 设 竺 是 荆 范 找 往 空间 , 了 是 Barach 守则, 位 是 症 的 移 密 前 线性 子 空 
邮 ， 半 芭 安 到 了 的 有 界线 性 算 于 ， 则 4 恬 扣 瞧 - :地 延 托 成 对 到 了 的 有 界线 忻 
算 于 电 , 并 且 傈 绊 范 数 不 灾 , 即 BE 一 14 

+ For» 


rm es gm ep gg ee i ee he ee 


8， 设 处 是 实 髓 范 线 性 空间 ， 了 是 立 上 的 非 零 实 值 线性 泛 国 。 求 证 ， 椒 
恒 在 开 球 (zo 个 ,使 得 Ceo) 是 lz) 在 Otzos 人 中 的 极 大 值 或 组 小 值 . 


§17.2 Hahn-Banach 泛 函 延 拓 定 理 


87.1 例 1 告诉 我 们 , % 维 线性 空间 上 的 线性 泛 卫 和 有 序 = 元 
数组 一 一 对 应 , 并 给 出 了 线性 证 国 的 一 般 表示 形式 ,7.1 例 5 区 
告 拆 我 们 , 有 限 维 赋 范 线 性 空间 上 的 仔 何 线性 泛 函 都 是 连续 的 . 因 
此 ,对 于 有 限 维 赋 范 线性 空间 上 连续 线性 泛 函 的 情况 , 我 们 已 经 有 
了 一 个 基本 的 了 解 . 那 末 , 我 们 自然 要 问 ; 任何 一 个 无 限 维 赋 范 线 
性 空间 下 上 上 是否 一 定 有 非 零 连 绪 线 性 泛 函 ， 也 就 是 说 有 的 共 椭 空 
间 入 * 中 是 省 一 定 有 韭 零 元 素 ? 本 节 从 线性 泛 函 的 延 折 和 信 手 解决 这 
个 问题 ， 有 趣 的 是 , 从 几何 上 看 ,这 个 线性 证 国 的 延 拓 性 质 表现 为 
凸 集 的 分 离 性 质 . 向 这 个 分 离 性 质 又 是 研究 与 凸 集 有 关 的 Banach 
空间 几何 学 的 此 本 出 发 点 . 

本 池 介 绍 的 Hahn-Banact 泛 函 延 折 定 运 是 话 芳 分 析 的 最 大 
本 定理 之 一 ,无 论 在 纯粹 数学 中 ， 还 是 在 应 用 数学 中 , 都 有 广泛 的 
应 用 . 


7.2.1 线性 泛 函 的 延 拓 定 理 
定义 ?3.2.1 设 总 为 线性 空间 , 是 定义 在 节 上 的 实 信 陋 数 . 
Ci) 如果 
Pr+ I EPLE) ECV (Yr YER), 
则 称 多 为 次 可 有 加 兴国. 
《iiy 如 果 
par) =p (Ve0, VEX), 
则 称 p 为 正 齐 性 泛 函 ， 


一 -rr 


Par)= Gp) (YoaER, YrETE)Y, 
则 称 ? 为 对 称 图， 


rr rr er rr rr 
Tri rr more 


er 


注 - 扫 性 人 同 并 上 风光 可 名 对 和 开国 2 是 从 人 的， 
事实 上 ， VzEX, 
p27)= p22 2) Lp) + p( 一 2 一 2p(z) 1 pz) 
=3p(7), 
虐 而 导出 22(7)2>0, 了 p(T) 守 0 (VYzEX). 
例 1 线性 空间 上 的 半 范 数 8C:) 及 范 数 1 上 | 都 后 次 可 加 对 
称 兴 哨 ， 
定理 7.2. 1( 实 Hahn-Banach 定理 ) 设 半 是 实 线性 空间 ，? 
是 定义 在 人 上 的 次 可 加 正章 性 泛 苑 , Xo 是 的 线性 子 空间 ，Jfo 是 
蕊 , 上 的 实 线性 泛 函 并 满足 fo(7) 太 p(X) (VY4S 瑞 ,), 则 必 存 在 一 
个 定义 在 了 上 上 的 实 线性 泛 蚁 f, 满足 : 
C1) zs (YZzEX) (过 8 控制 条 件 ); 
(2) fz) 一 (x) (YXE#o) ( 迁 拓 条 性 ). 
证 明 YXo 气 国 一 四, 今 
{roro| rR OER — span( Rl {ro} ), 
则 下 ! 是 广 的 线性 子 空间 , 及 筷 ! 定 三 8*， 先 将 三 延 拓 到 基 ， 上 上 ， 斌 
延 所 后 的 线性 泛 隙 为 有 那 未 
fr toro) = fory raf (VrERo, YaER),. (7.2.1) 
可 见 问 题 上 只 在 于 决定 了 (x0o) 的 值 ， 既然 要 求 访 了 误 足 受 p 控制 条 
件 , 所 1 
并 GT 十 GT (VexXo, YaoER)., (7. 2. 2) 
当 &=0 时 ,(7.2.2) 式 显然 成 着， 因此 有 内 须 讨 论 < 关 0 的 情形 ， 上 
式 两 边 同 除 以 和] Ca 活 0), 推出 它 等 价 于 


pb TN3 + 


和 2) 《YY ZE 在 0) 
ho yp xr) (VyETo) 


—fn(y) pty Ef 0) Es) pr 2) 
CY ER 
于 是 , 为 了 能 够 取 到 适合 (7. 2. 2) 的 f(xo), 必须 上 公顷 
sup{—Jo(g) 一 六 一 和 一人] inf { 一 页 (2) 十 2(zo 十 3) 
(7. 2.3) 
然而 (7.2. 3) 是 可 以 保证 成 立 的 ， 这 是 因为 Yy, zsEX0， 
页 (2 一 大 [的 一 户 (2 一 打扫 中 2 一 全 
pre ta) po—ro—y), 
所 以 
— fo) —p—r Efofa)+ prot2) (Vy, 2EXo). 
(7.2. 4) 
显然 (7. 2. 4) 疙 台 (7.2. 3)， 今 任意 取 定 f(z0) 为 (7. 2.3》 两 庙 的 
中 间 士 ; 就 能 根据 (7.2. 1 得 出 六 在 关 二 的 延 拓 方 . 田 士 (7 2.3) 
丙 端 未 必 相 等 , 其 中 间 值 方 (2 的 到 法 一 艇 不 唯 … 因此 这 种 延 二 
一般 也 不 唯一 . 
硬 下 的 问题 是 怎样 把 fo 逐步 延 拓 到 整个 工 上 去 ， 这 需要 用 
Zaorana 纪 | 理 . 
设 8 是 文中 下面 生 个 条 件 的 线性 泛 函 9 的 全 体 ， 
(iD 儿 (9) 是 世 的 线性 子 空间 ; 
tii)) #8 是 天 的 延 拓 ,于 人 纹 (9) 祝 六 1 革 . gr)= fr) (VrE XD); 
[iii gp (VE ). 
在 忌 中 规定 序 甘 系 和 如下: 8919825 ，91 汪 99 其 指 公 (9:2 守 久 (83) 且 . 
GA 一 YZEIOL91))， 十 胡 昌 成 为 -个 玉 序 集 ， 设 并 是 人 
了 站 学 


的 任意 一 个 全 序 子 集 , 令 
D= | 9). 
Jy Eu . 
在 D 上 定义 江 荡 9 如 下 : YxED, 必 有 gE 戏 , 使 得 xzEB(9), 这 时 规 
定 p(x)=9(2). 

令 证 Pp 是 陡 的 上 确 界 ; 

1” 证 明 9 在 已 上 有 确定 的 意义 , 即 如 果 xED, 并且 有 91,，925 
型 ,使 得 xE 纪 (90) 门 多 (813) 时， 必然 有 gu(7) 一 ol(7)=(z)， 事 
实 上 ,由 于 条 是 爹 序 集 , 不 妨 设 9 二 92) 从而 9.7) 二 go), 

2” 证 明了 是 下 的 线性 子 空间 ,并 且 P 是 卫 上 的 线性 泛 冰 ,YYx， 
gED, Ya, PER, 必 有 91 92 于 ,使 得 xE2(91),yE 名 (42)， 由 于 并 
是 金 序 集 ,不妨 设 处 委 8 这 时 x，9EB(92) ,从 而 x 十 ByE 儿 (92) 
记 D, 并 匡 

plazt Py) go PY) —aget x) H+- Boat y) 
=—eptr)- Boe). 

3” 渤 明 Pp 是 记 的 嫣 拓 ,并且 F(T) 和 (I) (YzED). 因为 
当 YE 发 上 Y5E 玉 ,gz 一 (zz)， 自然 中 2 一 访 (E 又 Ya 了， 
93g 使 人 妨 (9)) 从 而 闻 人 一 红 2 生 下 工 )， 

以 上 三 步 说 明 pS 

4” 证 明史 是 并 的 上 确 界 ，Y9E 六 显然 名 (中 CCD 且 p(2)= 
CVYZED(9D, 汪 9p 这 说 明 gg 是 开 的 上 蹇 上 设 ”是 毅 的 
任 一 上 界 ., 则 YE 上 有 90 团 

ICDEIP T=) CE EN)). 
二 是 万 -tj 多 (人 ) 和 2(p)， 用 当 xED 时 ， 必 有 9 中， 使 
Xe28 从 而 


入 区》 
i 


即 p 夺 pp*。 因 此 是 形 的 上 确 界 ， 

由 Zorn 引 理 知道 ,G 有 极 闫 元 ， 设 了 是 如 的 一 个 极 大 元 ， 只 
要 证 明 多 (有 二 了 就 可 以 了 ， 如 果 客 ( 有 站 隆 了 ， 根 据 第 一 段 的 证 
明 ， 必 有 g*SG， 使 得 fg* 且 f 了 9*”， 这 和 后 是 如 的 极 大 元 并 
盾 . 因此 多 (让 = 了 ， 证 和 怕 

由 于 复线 性 空间 本 以 看 作 实 线性 空间 ， 复 空间 上 线性 滩 闭 的 
实 部 和 虚 部 都 可 以 看 作 是 实 克 性 兴 博 ， 因 此 定理 7. 2.1 作 适 当 的 
修改 后 对 于 复线 性 空间 仍然 成 芋 ， 

定理 7. 2. 27! 复 Hahn-Banach 定理 ) 设 蕊 皇 莫 线性 密 间 ,? 
是 生 上 的 次 可 加 对 称 沙 蓝 , X 是 工 的 线性 子 空 间 ,凡是 友 " 上 的 线 
性 泛 函 并 且 满 足 |fo(z)| 所 PCZ)CYZEX0o), 则 必 存 在 一 个 定义 在 立 
上 的 线性 泛 芒 f, 满足 : 

(1) [f(z) Ip(x) (YaEX); 

(C2) f(z)=fotz)} (VzEXo). 

证 央 ”把 蕊 看 成 实 线性 空间 , 相应 地 把 下 ,也 看 成 站 的 实 线性 
子 室 岗 ， 作 Ko 上 的 实 函 数 


wo(z)= 本 | PCz) 十 也 5 | (VaeX), 
加 (2 一 民 | 有 2 一 孔 5| (Yzsxo)， 


显然 , po, Wo 是 天 上 的 实 线性 证 国 , 并且 
CE) = pr) tt ipor) 《7 下) 
Po 分 别称 为 fotX) 的 实 部 , 碟 部 ， 由 于 
i pT) ipot Ty) =ifodz) = fi2) = Pot) ipol tr) 
(YZ 0)， 
全 表示 二 (x) 的 共 贺 写 数 ,下 同 . 
» TO * 


从 而 
polis) = 一 乓 次 宇 )》 【YY 大 9。 【7. 2.5) 
十 是 只 要 考虑 下。 上 的 实 线性 共 消 96 的 延 拓 就 名 了 ， 刘 二 
Po TYE fT) ERE) CyrEX,), 
从 而 根据 定理 7.2.1, 必 有 号 上 的 实 线 性 泛 明 ,使 得 
PL)= por) (VIEXD0), (7. 2, 6 
并 下 
PIERE)Y (VrEN), {7.2,.7) 
仿 
并 了 加) 一 1 人) (YrEx), 
则 六 zy 3 扎 玉 ,有 有 
Hrty) = pr iplitrt yg)) 
= PTI Pi Pir) + piy)] 
=f{7)} + fy), 
日. WaS 民有 
fr) = pr Pi) =af tr) (YrEE). 
及 因为 
fr) = xr) tip) = 1) (YrEEN), 
所 以 对 作 疝 复数 =Gi+ ias 0s 及), 有 
了 (az = 了 him = (me) 十 于 CiGsT) 
= fr) idaf Cr)=af(z) 【YY 及 ) 
地 此 了 是 定 六 在 了 上 的 复线 往 泛 晴 . 
纪 全 再 让 了 满足 定 埋 中 的 (4),(2) 两 个 条 件 ， 扣 公式 07,2. 
和 和 17.3.5), 有 
fr) or — ipo tir) = folr) (CVAERo), 
且 了 满足 (2)， 剩 下 的 还 要 江 明 站 满 旺 (1)， VzEE, 右 作 xX) 二 0， 
则 下 扯 然 满足 (着 只 天 0 全 
» TD7 ， 


4 -argftr), 
根据 好 .2.7 和 了 的 对 称 性 ,有 
(fOr)| 一 ee 一) 
二 
I) 和 2CX) 《(YzE)、 证 上 毕 . 
用 定理 7.2,1 厦 定 理 7.3.2 可 立即 得 到 下 面 的 线性 这 羡 存 在 
定理 7,2,3 设 芯 是 线性 空间 , 如果 三 半 1 ， 央 在 碟 上 必 存 
在 非 怪 线性 泛 沁 . 
证 明 ” 当 记 是 实 空间 有 时, 任 取 XoE 革 一 1 令 ,30an {ro}， 
六 任 职 上 性 零 实 数 c, 作 了。 上 :的 泛 消 
forororam? {CE 六 ro) =ae), C7. 2, 8} 
易 知 玫 是 。 上 的 非 零 线 注 汉 隔 ， 具 可 将 定理 7. 2.1 的 证 明 中 所 
有 基于 受 了 控制 的 讨论 去 卸 , 保留 其 余部 分 ， 便 可 知道 万 攻 可 迄 
拓 成 了 上 的 组 性 泛 钞 了, 显然 | 不 是 零 泛 隔 . 
同样 , 当 革 是 复 空间 时 ,起 只 要 将 定 霸 7.3,2 中 所 有 闫 十 受 2 
控制 舶 讨论 去 挤 , 保留 其 余部 分 , 便 可 禹 | 首 下 定 惠 成立， 让 毕 ， 
下 面 讨论 连续 线性 江 孙 的 延 操 问 题 ， 
定理 7.2.4(Hahna-Banach) 设 了 是 赋 范 线性 空间 , X ,是 革 
的 线性 学 室 间 , 访 是 定义 在 王 上 的 有 界线 性 泛 遂 , 则 这 存在 站 东 
的 有 界线 性 泛 品 六 满足 : 
(C1) fC2) 二 f(z) 《yx 〈( 延 拓 素 件 ) 
C2) 有 一】 Fol ro ( 保 范 亲 件 )， 
其 中 | 上 Fi 表示 fi 在 说, 上 的 范 数 ，{ 注 ”下 们 通常 斥 满 中 (1) 
(2) 丙 个 条 件 的 了 是 fo 的 保 范 延 丘 ，) 
证 明 令 ptf)= 二 | 上 for,4z] 人 Ya 则 全 2 是 年 区 在 和 上 
的 风 可 和 对 称 泛 国 , 且 | oC2)120277 VAXEX)， 据 定理 7,2.1 和 和 
+ UB * 


写 理 7.2.2, 必 奔 在 站 目的 线性 证 函 六 满足 
F(z)= Fox) (VrERXD0) {7.2.9) 
及 
[fer)| pr) = Hfolrlzl (CVEX). {7.2. 10) 
据 汉 落 范 数 的 定义 ，(7.2.10) 功 含 | 刊 硫 和 jofx。 六 由 7,2. 急 缉 
f= sup ‘f(z)|> Sup (fC) | = fo zx, 


相让 人 tn 
因此 1 月 = 和。 证 毕 . 
注 ”我们 在 证 明定 理 7.2. 1 的 过 程 由 ， 已 经 指出 所 讨论 的 延 
拓 划 不 队 一 , 由 此 醋 知 , 虐 范 线性 空间 的 子 空间 .上 的 连续 线性 泛 隐 
的 保 范 延 拓 一 - 般 出 不 叭 一 . 
例 2 设 久 =-R*, 甚 了 是 虚 4* 二 (zyx) 的 全 体 ， 但 规定 1xi= 
jz 十 zzil， 三 按 此 范 数 上 成 为 贼 范 线 性 空间 ， 又 谈 页 9 一 人 
0)}), 记 是 定 交 在 着 和 的 这 次 : fof x,0}))=7TJ， 量 然 fo 居 六 ss. 上 
的 连续 线性 泛 国 , 而且 (rs 中) = Ti 二 Cr 07%， 加 和 lz 
一 1， 然 而, 对 任何 数 8, 叉 在 的 连续 线 手 放风 
flr ro) rr Brs {VY{LIs ra)E A) 
都 是 fr 的 延 拓 ， 由 于 
[fry ra) | = Tr tAri 人 ir | + Bl lz 
<max(l, [21)h Cex, x2) 1, 
并 县 Bf 宇 上 ox 二 测 所 以 只 要 | 志 1, 都 匡 记 的 保 范 延 拓 , 证 毕 ， 
锥 论 7.2.5 设 XX 是 眶 范 线 性 空间 ， 对 是 芯 的 线性 子 空间 ， 
fo, 且 pzn 并 ) = 有 #0, 则 必 有 1E 艾 *, 满足 
C4) 天 = 人 (VENH);} 
(2) f (ra) == 0d} 
(3) 站 和 一 二 
证 明令 下 y=- {2 十 1zof E 开 ， 托 下 }， 则 瑟 o 是 互 的 比 性 于 
* FR sn 


空间 , 且 YzEX, 3 唯一 移 (z' ,1)ENM x 下 ,使 得 T= 十 tz 定 头 
fotr)=ta, 

则 fo 是 oo 上 的 线性 泛 国 ,而 且 疡 满足 (1).52) 两 个 条 件 , 即 fo(z) 
=0(VzENH), ffzi 一 有 r= 十 tro 一 科 时 , 1 关 0, 于 是 


|fow){= ||a= |i pr, MM)<| | (=)| 


= lx +txro|= |zl, 
Bi fod sl. 
另 一 方面 ,到 zhE 村 (xz 一 1,2,…)， 使 [x0 一 z 上 > (n>00)， 
于 是 
d= |foltzo)| = |folxo— za) | | 了 lx, jz0— ra] (YREN), 
他 R00, 得 到 世上 上 x 好 |folxs 守 1， 因此 i 了 ox 二 4 
根据 定理 ?7.2. 4, 必 有 EX*, 使 得 f(z)= f(z)(YzEX0), 且 
HF 站 =]folx。==1, 自然 了 也 满足 (1).(2) 两 个 条 人 件 ， 证 毕 . 
推论 7. 2.6 设 了 是 风范 线性 空间 , YzoE 革 一 9), 必 3fEX*， 
使 得 
f(xo) = 二 上 x01, 县 上 | 凡 =1. 
证 明 只 要 将 推论 7.2.5 中 的 君 取 为 {9; 就 可 以 了 证 毕 . 
注 1 从 推论 7.2.6 可 以 看 出 ; 任何 虐 范 线性 穷 间 苹 ( 开 人 8}) 
上 必 存 在 韭 堆 疾 续 线 性 泛 隔 . 
注 2 推论 7.2.6 给 出 判别 赋 范 线性 空间 评 的 零 元 的 种 方 
法 :2 一 日 如 JE 有 (x0) 二 0. 
推论 7.2.7 设 工 是 路 范 线性 空间 , YzroE 和 , 必 有 
zol =sup| f(z) 
1fn=1 
证 明 当 EE*, 且 [由 =1 时 ,显然 
fro < 有 zol = brol, 
"» TIN +* 


因此 sup| f(zo)| 圭 上 zol， 另 一 方面 ,所 推论 7.2.6， 必 有 六 会 忆 +， 
Fp 二 

1fof==1, 使 得 fo(z0)= 二 上 xof, 从 而 

sup | f(z0) |>|fo(z0) |= zf, 

TE 

因此 1zo1=sup|f(z0)1. 证 续 . 


所 下 
站 = 下 


“7.,2.2 几何 形式 一 一 凸 集 分 离 定 理 

平面. 上 两 个 不 相交 的 凸 集 4 与 B, 必 有 一 直线 1 分离 4 与 B， 
即 存在 将 线 工 使 4 与 五 分 别 在 了 工 的 两 侧 (参阅 图 7,2.1). 

在 一 般 的 线性 空间 不 中 ， 这 
个 凸 集 的 分 离 性 质 育 没有 相应 的 
推广 呢 ? 下面 就 米 讨 论 这 个 问题 . 
为 往 章 起 见 ， 在 本 小 节 我 们 总 假 
定 亡 是 实 空间 ， 芋 上 的 线性 泛 限 
也 取 实 什 ， 图 7.2,1 

定名 ?7.2.2 在 线性 空间 之 中 ， 人 的 线性 子 空间 习 称 为 
荐 极 太 的 ,如果 对 于 任何 一 个 以 民 为 真子 集 的 线性 子 空间 型 , 必 
有 型 ; = 芋 . 

定理 7.2.8 设 天 是 线性 空间 ， 民 是 和 的 真 线 性 子 窑 间 ， 则 
形 是 极 夫 线性 子 空间 的 充 要 条 件 是 , YioE 广 一 开 , 有 

二 span(M LU {xo} ). 

证 明 必要 性 是 显然 的 ， 现 证 充分 性 ， 设 于: 是 以 形 为 襄 子 

党 的 线性 子 空 间 , 则 必 有 20E 形 一斑 下 一 了 ,从 而 
四 一 Spanf MU {ro} )CET NH,, 

好 民 ) 二 芒 ， 这 说 明 册 是 报 大 线性 于 空间 .证 毕 ， 
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定 炎 了 .2.3 线性 空间 支 的 极 大 线性 子 空 间 形 对 良 是 woE 下 
-- 弄 的 平移 : 
二 =- 呵 十 有 一 4 十 加 3 二 时 | 
称 为 极 大 线性 流 形 ， 或 简称 超 平面 
定理 7.2.9 工 是 赋 范 线性 空间 XX 的 ( 闭 ) 超 平 而 <=> 存在 
上 的 非 零 (连续 ) 线 性 活 函 上 及 rE 有 ,使 得 
Liis, C7.2.11) 
其 中 Hy 一 {xEX|IH2)=?}. 
证 明 < 谨 了 是 天 土 的 非 零 5 连续) 线性 证 国 , 号 必 ， 并 且 
L-:Hr= {zG 瑟 | 六 了 = 证， 
显然 , 昌 } 是 也 的 线性 于 空间 ， 叉 YziE 碟 一 万 9 VYzEX， 令 2 二 2 一 


f(z) (7) 9 1 
jj ?HY zz 十 Fz" 这 说 明 X=span(1? U {x10), 


因此 ,上 9 是 极 大 线性 子 帘 间 ， 由 于 站 是 非 零 和 的， 所 以 jz 使 
fro) 沽 0, 组 zoE 玉 一 吾 ?， 由 了 的 线性 ， 不 妨 设 f(x0) 一 ?7，YxEL 
一 瑟 5, 因为 

Fr 一 2z0 = FEY- f(r)=r r=0, 
所以 2 一 wwEHS9, 令 二 7 一 X60; 出 全 一 区 一 Yo3 瑟 9， 册 此 可 知 

LH;= HY 十 ro， 
因此 开 是 一 个 超 平 而 ， 吕 皮子 是 乏 继 的 , 则 丽 7 显然 是 及 的 , 即 工 
是 闭 的 . 
“车 荆 是 苹 的 ( 轩 ) 超 平面, 可 汉民 二 开 十 zo0， 上 其 中 民愤 A 
的 极 大 ( 团 ) 线 位 于 空间 , zo 入 一 时。 这 了 时 YzEX 可 表 成 
x=y Ar(y EM, AER) 

的 形式 作 互 二 民 的 沪 国 了 如 下 : 

FY= fy tAr) = (CyCH,AER). 
显然 了 是 蔷 上 上 的 线性 泛 硝 ,并 怕 满 足 ; 9 二 尘 凡 上 太 fr} 二 1 因此 
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上 二 及}， 若 工交， 从 而 HY 半 ， 出 定理 人 1.4 知 ， 了 是 笑 续 的 ， 
王 毕 . 
下 下 再 介绍 一 些 有 关 和 的 概 合 念 和 术语 . 
所 谓 超 平面 工 二 卫 7 并 一 个 集合 吾 主 它 区 一 便 ， 用 线性 放 通 来 
搁 写 就 是 : 
VeeE f(T) Er( 了 ?7). 
定义 7.2.4 所 谓 超 乎 面 开 一 总 ?分离 集 合 玉 与 是 指 : 
VrEE>HT) ET( 或 宇 7), 
Tr 或 所 7 | 
如 果 在 上 面 两 个 式 子 中 , 分别 用 “<<” 与 “>” 代 普 “<" 与 >”, 闭 林 
就 说 如 ?严格 分 离 与 7 
定 久 7.2.5 设置 是 线性 空间 ， 浓 是 六 的 全 有 8 点 的 四; 子 集 ， 
在 考 上 和 作 一 个 取 昔 本 [9 十 co 的 图 妆 


p72)=inf 和 和 EN 六 (YrEX) 


et 


入 1 Minkowski 汉 卫 是 次 可 加 正章 性 的 非 负 汉 国 ， 刘 明 久 

注 2 当 义 是 赋 范 线 社 空 闻 ， 开 十 兰 的 以 8 为 肉 戌 的 同 于 人 
时 ,型 的 Minkowski 渤 函 了 在 革 上 处 处 取 有 限 汗 , 漳 且 渤 是 ~-' 数 

训 实 上 , 因 加 是 型 揭 内 点 , 则 3 人 0, 使 得 09, 让 CC 再 从 得 


【中 一 人 


5 rz 
因此 
phe (YIEX), {7. 2, 12) 


蛋 了 于 


即 ? 在 成 上 处 处 到 有 限 茜 .由 (7.2. 12) 还 可 以 每 到 
(1p(2)— pl) [Emax(p(z—y), Py —2)) 
< 二 1 一 (Yr, yEX), (7.2.13) 


故 p(Z) 在 了 上 是 一 致 过 续 的 ， 证 毕 . 

现在 讨论 用 超 平 面 分 离 两 个 不 交 山 集 的 问题 ， 先 沽 处 用 超 平 
面 分 离 一 个 凸 焦 及 其 外 一 点 的 问题 . 

定理 7.2.10 {Hahn-Banach 定理 的 几何 形式 ) 设 拓 是 赋 范 
线性 空间 , 如 是 蕊 的 具有 内 点 的 真 凸 子 集 , 允 设 XoSX 一 囊 , 则 必 存 
在 一 个 超 平 面 分离 所 与 Xo. 

证 明 因为 通过 适当 的 平移 , 总 可 以 把 召 中 任 一 点 变 为 凡 点 
因此 不 失 一 般 人 性 ， 可 设 六 为 吾 的 一 个 内 点 ， 都 末 吾 的 Minkowsk 
汉 葡 EX), 恒 是 世上 的 一 个 非 零 连 续 次 可 加 正 齐 性 沁 国 ,满足 

PCEIEL (CVIEE), pro)1, 
在 了 的 一 维 线性 子 空间 了 ,一 {4aol4E 有 是 上 定义 
fx) = fo arn) = AP( To) {YAER). 
显然 六 是 万 上 的 线性 省 国 , 并且 
fotz)= fo CAxro) = ApUTD) EP AN = (FE) (YEER0). | 
据 { 实 )Hahn-Banach 定 理 7.2. 1, 必 存 在 XX 上 的 实 线性 泛 函 f(z》， 
注 足 


7(zn = fo (x0) = pr0) 1, (C7.2.14) 
f(r)Epr) (YEF). C7.2.15) 

从 了 而 有 
ZDNET (YrEB). (C7. 2. 16) 


因此 互 } 尿 是 分 离 召 与 ze 的 超 平 面 ， 赴 毕 . 

注 ”定理 7.2.10 中 存在 的 超 平面 吾 } 还 是 闲 的 .这 是 因为 
衫 应 的 了 是 连续 的 。 事 实 上 ,由 干 6 是 吾 的 内 点 ,根据 (7. 2. 15) 利 
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{7.9.13), 34r~~ 人 站, 使 得 
[TZD— FD | Smax(p(lz —y), P(#—2)) 
< (Va, yEX). 


因此 , 了 在 羡 上 连续 ， 汪 上 毕 . 

定理 7.2.11 设 苹 是 赋 范 线性 空间 , 妃 和 户 是 也 的 两 个 非 空 
上 和 集 ， 思 有 内 点 ,°F= 1; 则 3sER 及 fEX* 一 19), 使 得 超 平 
面 豆 y 分 离 了 与 六. 

证 明 令 

M=E"+(—F)= {ry|reE", yeF:, 

其 中 一 了 = {一 *|xEF}， 易 知 时 是 凸 集 ， 并 且 十 (一 办 (VyEF) 
是 开 集 ， 从 而 型 = 二 (可 十 (一 息 ) 是 开 集 ， 闻 开 是 蕊 的 含有 内 点 


的 尚 子 集 ， 还 可 以 推 知 fH， 冀 实 于 ,假若 EE 亲 , 则 zoEB" 及 
扣 人 SS 记 使 得 加 一 各 二 太 而 加 二 如 EF 人 介 玉 这 与 如 人 门 了 P= 名 证 盾 ， 
操 定 理 7.2.10, 行 辣 闲 超 乎 醒 #7 分 离开 与 由 不 妨 乳 定 

firyr (VrEM)y FO sr. 
从 而 2)0(YVzE 和 )， 即 有 2 一 拉 0(VzEB' ,VyEF), 再 由 - 
的 线性 ， 恒 得 

fID {VEE', VyEF), 
为 此 93sE 民 ,使 得 

Supi(r)<s< inf f(#), 


即 得 
f(rys (VxEE'); (7. 2. 17) 
FKzy Sa {VrEF). (7. 2. 18) 
再 由 了 的 连续 手 及 (680) 再 知 
zyss5 (YeEF). 《7. 2. 19) 
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联合 (7. 2. 19) 与 (7.2. 18) 就 乌 再 ; 分 离 盏 与 下， 评 续 
推论 7. 2. 12(AAscoli 定理 ) 设 甩 是 赚 范 线性 空间 , 五 是 下 的 
真 闭 止 子 集 , 则 YroEX ,3fEX* 及 mE 及 , 活 合 
za< f(r) (VER). (7. 2. 20) 
证 上 骨 ”因为 zoE 和 一 及 吾 是 团 集 , 所 以 36>>0, 使 得 
Ofz0, 8)CKX—E, 
曾 旭 (xo, 四) 是 有 内 虚 的 西 华 ,有 目 Ox6o, 和 ON 站 = 名 ， 对 训 和 Ofx0， 
5) 应 用 定理 7.2, 11, 3fE* 一 {从 ， 活 合 


sup f(x)inf f(9). (7. 2, 21) 
Fe 村 亡 共 和 
进一步 可 以 证 明 
inf fF) Fr0). (37. 2. 22》 
事实 上 , 很 车 (7. 2. 22) 不 上 成立, 那 术 
f(Tr) (CYyEOC0 6)). 《7. 2. 23) 


这 表明 f(zo) 是 Kg) 在 Ofzo, 5) 中 的 祝 小 值 ， 这 与 了 的 非 堆 线 性 
韦 盾 (参看 习题 7.1 的 再 8 题 1 于 是 (7.3.22) 成 立 ,在 (7.2.22) 
西端 之 间 任 取 一 实数 5， 则 由 (7.2. 22).07.2.21) 即 得 [7.2. 30)， 
证 毕 ， 
推论 7. 2 13(Mazur 定理 ) ” 设 世 是 财 范 线性 空间 ,五 是 了 的 
一 个 有 内 点 的 廿 集 , 六 是 王 的 一 个 线性 流 形 ， 吧 访 训 人 门 FF= 包 , 则 
存 福 一 个 包含 五 的 闭 超 平 面 过, 使 鼠 在 蕊 的 一 例 . 
证 明 设 六 = 六 ozo 其 中 zo 入, 芒 o 戌 下 的 线性 学 空间 .由 
定理 7. 2. 11, 存在 财 超 平面 84 分 离 加 与 玉 , 即 
frr (YAER), f(x+ro)r (VrEXo). (7.2,24) 
记 m= 二 ?一 fA(40)y 便 用 T) 之 TrotYzSXo)， 由 卫 的 线性 及 了 革 , 是 线 
性 子 空间 可 以 推出 
Hx) 0 (YrERo). (7, 2. 25) 
* IS * 


事实 上 ， 不 站 进 m 之 0、 恨 车 3z*cyo 使 得 六 sc 出 十 
一 Cr 从 而 
有 CD<ro， 

这 与 1(7) 守 ro(YzEX,) 巴 盾 . 因此 (7.2. 25) 成 并 ， 由 (7.2.25) 且 
知 琶 王 五? 从 而 站 过 天 二 加 三 五 9 其 中 8 二 1xo), 再 出 (7. 2. 24) 
可 以 排骨 x) 志 fr0) := 38(VXEB), 于 是 上 = 二 占 4 和 便 为 所 求 .证 尼 . 

注 推论 7.2.13 的 姑 沦 损 们 疾 遂 就 是 : 存在 大 上 的 非 雪 连 续 
线性 泛 国 了 及 sER, 使 得 

Hrs 《人 

上面 我 们 来 可 三 于 面 下 工兵 和 国明 芭 的 入 全 
平面 ,是 指 马 从 的 一 侧 , 且 与 三 有 公 和 点 To: 效 包 话说 就 是 ， 

Nr)Er=fr0) (VeEB);H(r)r= nn) (VeE). 

例 3 设 * 是 贼 范 线 挂 空间 , xo 一 {由 xo 二 7?， 二 = {x 和 
lzl7), 
昌 加 在 xo 点 有 一 个 承 托 超 平面 . 

证 明 根据 推论 7.2.6,43f5cX*, 使 
得 了 (x6) 二 xo], 上 f=1。 于 是 HY 人 恒 古 
名 在 xo 点 的 承 托 超 平面 ,这 是 因为 

f(r) lf 

r=f(r) (vzCE) 

(参阅 图 7.2,2)， 这 毕 . 

更 一 般 邮 ， 我 们 有 图 7.23 

定理 7.3.14 设 关 是 赋 范 线性 空间 ， 豆 星 坟 的 含有 内 点 的 闭 
凸 集 , 那 末 通过 互 能 每 个 边界 点 都 桨 以 作出 吾 的 一 个 承 托 超 平面 ， 

证 明 YroEB 一 0, 今 五 一 ft 由 推论 7.2.13 的 注 ， 了 3 乓 大 * 
- 二 ) 及 sE 民 , 熏 得 
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FIz)<s=F(zo) (VaEB). 
因此 鼠 ， 便 是 丈 在 m 点 的 承 托 超 平面， 证 时 . 


习 题 7.2 


1. 向 到 是 由 实数 列 z 一 19,: 全 体 接 通常 的 线性 运算 组 成 的 线性 空间 ， 
定 总 
pm lima, (Vx= {a,}EX). 


证 明 :p(m) 是 关上 的 次 可 加 正 齐 考 旗 困 ， 

2， 设 p 是 实 线 性 空间 全 上 的 次 可 加 正 齐 性 泛 函 ， 证 明 ; 

(1} g (0) =0; 

(2) $(—D) pe); 

(3》 YzoEX， 在 六 上 存在 实 线性 汉 孙 有 ,使 得 (x0) 二 P(x0), 且 

fr) pe) (YreX). 

3， 设 羡 是 复线 性 空间 ,p 是 羡 上 的 半 范 烙 ，zuE 久 ,p(xo) 拓 0、 证 明 :存在 

外 十 的 线性 渗 烟 所 使 得 扣 (so) 一 1 且 |fD1 到 2 (Ys) 


4， 没 药 是 峨 范 线性 守则 , 双 设 当 记 、 EX f=| f=13 了 ff 时， 
恒 有 jf 十 fj 二 2， 震 天 是 定义 在 玉 的 子 空间 于 上 的 有 界线 性 泛 国 , 证 时 为 
的 保 范 延 抵 旦 惟一 的 . 
5、 设 季 是 赋 范 线性 空间 ,TEX*, | 州 一 了 .0 一 人 | 2 三 ，F(r) 一 0}. 
证 明 : Yxf 开 ,有 |f (m1 一 p(s, (有 ))， 
6， 设 蔚 是 冉 范 线性 空间 ， 厌 关 { 旨 ， 于 是 芯 的 非 空 陡 集 ，xofX 一 {0. 
证 其 ; 
ro tspanNWH YE 
沙 了 (ay =0 CYzEN), 则 fx) =0, 
7， 庶 瑟 是 黑 范 线性 空间 , {x,} 二 下 ， 证 明 ; 
BEspan fx YFEXY, 
车 了 lz 0 f=1,9,), 则 了 =0, 
8，、 设 宗 是 赋 范 线性 空间 ,zi 如 ，…， xu 是 天 中 天 个 线性 无 闫 的 元 ，a 
easy ve en 是 一 组 数 ， 证 明 : 3fE 及 *, 适合 
【1 [zi 一 安全 = 2 
申 Tig" 


(21 HF: 
网 充 要 条 件 是 : 对 任意 的 二 个 数 下 ye 和， 都 威 次 


Si 7 


t=1 

9。 设 天 ,了 必 两 个 峙 范 线 性 冠 间 , 匡 关 { 旨 ， 注 是 汪 (站 ,了 是 Banach 这 
癌 , 出 卫 必 是 了 anach 空间 { 即 定 如 7. 1. 的 赣 命 题 碟 六 ) 

蕊 ， 证 明定 区 了 35 的 和 社 |， 

71.， 设 症 是 线性 空间 , 如是 脏 的 线 御 于 空间 ， 求 证 剖 基 避 的 摄 拓 线性 
个 空间 品 dim (iA) = 

12. 没有 于 是 实 Banach 空间 , 吾 , 户 是 蔷 的 肖 个 是 集 ， PE, 了 一 90， 证 
其; 存在 超 平面 分 离合 琴 

13.， 定义 : 诬 芒 是 复数 城 ， 瑟 是 二 于 的 线性 空间 ， 天 的 一 个 子 业 再 称 
为 是 均 徐 的 是 指 


xER axth vatt, Tal=1. 
役 王 戌 复 髓 范 线 往 空间 ， 琉 是 苹 中 的 三 空 内 衡 三 集 ，f 是 世上 的 线 以 活 
[ft | supRef (¥) {(YzER), 
14， 设 年 是 复 同 范 线性 室 间 ,是 蕊 中 的 非 宏 雹 短 闭 由 集 ，Y# 站 站 一 豆 ， 
水 证 :了 7fE 及 2a 半 0, 使 得 
Fry alfa | CVEB). 
设 召 如 是 复 夺 范 线性 空间 并 中 的 两 个 下 不 胡 迹 的 韭 空 凸 集 ， 并 县 
是 不 的 和 均 入 的 求证 : 习 开 芋 ”使 得 
lf (zy | <inf| FD CYeth). 


§7.3 几 个 常用 空间 上 连续 线性 泛 函 的 表示 


本 地 计 论 Cia 6 22[a 6p ce) 和 2 十 co 上 
连续 线性 泛 孙 的 表示 问题 , 并 给 出 这 些 空间 的 共 轿 空间 。 为 此 , 需 
要 引信 下 述 赂 念 . 

定义 了 .3.1 设 瑟 了 是 晨 个 典范 线性 空间 ,有 是 到 到 了 的 陨 


了 


针 ， 人 称 为 保 范 的 ,是 指 ij 了 oj 一 zz (Yz 三 和 )， 如 淋 卫 不 仅 号 保 
记 的 , 遍 且 芝 基 线性 的 ,并 有 了 天 := 则 称 卫 是 所 玫 了 的 保 范 线 性 
避 板 映射 ， 简 称 为 同 构 映射 ， 如 果 存 在 一 个 于 型 了 上 的 保 范 线性 


加 杨 映 射 , 则 穆 基 与 是 保 范 线 体 同 构 的 ， 简称 王 与 了 是 同 构 的 ， 
时 和 , 于 到 了 上 的 保 范 线 福 同 构 映 射 ,有 既是 世 到 Y 用 的 线性 间 
爸 忻 射 ， 也 十 芯 到 了 上 的 竺 距 司 构 上 陕 射 , 寺 此 ,两 个 保 沪 线性 辐 构 
多 室 间 既 是 线性 则 构 的 ， 也 是 等 距 间 构 的 . 
今后 , 我 们 往往 和 将 两 个 保 落 线性 同 鬼 的 空间 和 ,了 视 为 同一 个 


空 癌 而 水 加 区 别 , 并 简单 地 记 作 天 一 工 


?7.3.1 CLa,b] 上 连续 线性 泛 函 的 表示 


定理 7. 3. 14F. Riesz) 设 了 是 ClL22j 上 的 连续 线性 泛 靖 ， 
则 必 有 唯一 的 9EVola,51( 鞭 定 关 见 $6.2 例 7), 和 使 得 


js) =<) xt) (yzEere 的 )， (7.3.1) 


而 且 1 凡 二 191 一 W(9). 


证 明 设 BEa, 5 是 [a,51 上 的 有 界 敬 数 全 体 按 遂 常 的 线性 运 
算 和 范 数 je =supizCtDI CCY2EBeB) 所 成 的 赋 范 线性 空间 ， 显 


然 C[a, 8] 是 BL[a,51 的 线性 子 空间 . 

设 了 是 CEa,5j 上 的 连 线 线性 汽 函 ， 据 定理 7?.2. 4，f 了 可 以 保 
落地 延 拓 成 B[a, 5] 上 的 连续 线性 泛 聊 五, 即 

Fr)= fx) (YrECra, 6]), IFR- :ft. 

YEELa, 5 邻 
dE 
tb, 
济 XEBra, 65]， 且 span {XjEE[a，6 小 在 Ca,5] 中 秽 密 ( 据 $6.3 


* 


4 
YH)= Yo 


2 é=4, (7, 3. 2) 
AD EECa,b], | 


则 RV Ea, BJ, HH. 


出 
V Cth. . (7. 3,3) 


人 潮 实 上 ,在 Ea,5j 上 任 联 -组 分 点 ， 
=o 


记 
0 [REY RCE | =0, 
“1 hE) — h(E 1) ， t 二 了 ,2, "ee 
RE ee Sb) >0, 


SCED— AED = Salh(E) hE 1)] 
t=1 i=1 
=eFX) + DelF(Xe) — FCA, 1)] 
站 一 匀 
-Fle 十 Des (Xs, —Xe, 1)] 
i 


< | 天 | 


营 
El 十 Dei(Xss Xs) 
= 名 


<IF1=f. 
因此 , zEV[4 5 且 (7. 3.3) 式 成 并 

根据 定理 5.5. 4, 存在 9SV[o, 5 满 是 : 在 (fa 人 上 帮 连 续 ; 

“了 <， 


-一 -一 一 - .--- 一 一 一 一 一- .一 一 -一 .一 一 一 -一 一 一 一 由 ucrry ope 0 -bi Li ic dir er Pe pin le Ed te i he 4 


在 (4， 门 中 名 的 连续 上 后 上， OE) 一 RX) 9g(0)=-h(a)，9{(2) 
一 有 5); 并 有 卫 


| 而 
VE 0G). (7. 3. 4) 


由 于 Aa) 二 0, 启 以 gEVoLa, 5] 
现在 证 盟 


FC | z(t)gt) (Yazccre 的)， 


VYZECLe Bl 在 Fo 51 上 选取 -一 分 点 组 : 
d=é EE =b, 
更 求 二 妆 人 一 2 一 1 都 是 天) 的 连 缀 点 ,而 且 


lim max (£f™ 一 E )=0.. 


此 
( 注 由 于 有 界 变 差 销 数 的 不 连续 点 的 全 体 至 多 可 数 ,二 此 这 个 要 
求 是 可 以 向 到 的 . ) 对 这 樟 的 分 点 组 , 作 B[e, 5] 中 的 点 列 
to) (EE Xam) BNC EE EA EF) Kat (£)] 
R12 
由 } 0, 3 2 知 ， jx 一 一 > 站 (R200), 由 于 


Fm) = aE BE) SzCEL TACELY) -有 CE 
三 燥 
一 号 1z(Efe ChE) — h(ELsY)] 
k=1 


SIE C9E™) gg(81)], 


此 二 1 


最 握 王 的 连续 性 及 Riemann-Stieitjes 积分 的 定义 , 优 得 到 
* 站 过 全 下 


Fir- lmF{r,) 
=lim Dr) Ug) 9( EL) 
Hi 


一 | z(t)ag(t). 
由 于 当 xcEC[e, 5 时 ,FCz) 二 /Cz), 所 以 

f(z9=) z(t)ag(t) (YrECLa,b]). 
由 Riemann-Stieltjes 积分 的 性 质 , YzECLa, 寻 , 有 


IDI=|| cao) la V Gg), 10735) 
所 以 Hf 和 Y (9)==1g4， 但 由 {7.8.33 和 (7. 3. 4) 知 ,If| 守 VY (9). 


只 而 If = V (C9). 
彰 证 9 的 唯一 性 ， 设 9*SEVoLo, go 也 满足 
fs)= | s(t)dg*Ct) (YzsC[e 5]), 
则 VzECCa, 的, 有 
| zg(t) 90) =0, 
取 zt) 二 1EC[a,5], 由 于 9(9) =9*(4)=0, 从 而 得到 
gD) gD) =0, MD g0) =g 6). S(t)=900) -g(t), 则 
[zip(t)=0 (YrE0to, 5). 
Yce(ta, 58), 取 
0, 了 [人 c), 
ztt}= 5 一 了 [ee 二 下]， {0ARAD- 2), 
于 teE Te 


2 J23n 


2 adie pi Pt Tbe erp in EE Ah ed Pe et et ee 


由 x(t)ECLa,6]， 用 分 部 积分 法 ,得 到 
b 避 中 更 下 
o=| sap) =) zs(Dep 人 二 | ae 人 


9(o+ 有 一 让 | CD Fg(6) plc+h) 


pat >--p(et0) (BETH), 


所 以 Pp(c 二 站 = 从 而 gc 十 中 二 (Ge 二 0, 即 9 (5) 二 (0). 
因此 ,9 二 9g”. 证 圭 . 

推论 ?7.3.2 COC[a,6]*= Vo sa, bl 

证 明 YEVoLe， 51, 令 ¥ 

fz)=| s(t)dgt) (VxECLa, 6]), 
出 Riemann-Stieltjes 积分 的 线性 太 不 街 式 (7. 3.6) 知 ，fECTa, 
5 ， 作 Vota, 后 ->CFo 5 的 峡 射 
了 :人 -了 

虹 然 外 是 Vo[ 658 到 CIep]* 的 线性 算 子 ， 再 由 定 表 7. 3.1 天, 工 
是 VolLe 的 到 CLe,58j* 上 的 保 东 线性 同 构 映 对 ， 因 -此 VeLes DJ 与 
OLas5 玉 保 范 线性 同 档 ; 取 CLa,bj* 王 VoL,8j， 证 毕 . 

7.3.2 LFa,5](1p 过 十 09) 上 连续 线性 活 阔 的 表示 

定理 7.3.38 设 是 Lia，01(i1<p 万 十 3) 上 的 连续 线性 泛 
函 ， 则 必 有 唯一 的 yET[e 9 一 二 2) 使 得 


Poe (VoELra,b]), (7.3.6) 
而 和 ， 
= yD=(| ie 


人 人 沿 了 防止 址 请 ， 了 要 EF 
中 位 新 ;这 时 的 1 本寺 下 9 的 而 束 ， 下 时 


-~ 
人 


8) = es (tea 
日 ,< 
显然 , {a | teE[a,8 CLiTe, 8), 证 A {|e 8]; 要 所 推 
论 6. 和 7， 六 是 [ep 上 的 至 方 连续 的 阶 棉 贸 数 多 何 , 昌 县 契 弛 [Le@， 
的 简 密 子 集 ， 令 
g(t) = fu), (C7. 3,7) 
则 g(t) 是 [e,5] 上 的 绝对 连续 函数 ， 事 实 上 , 计 
， {4 一 {Tr ts) | t= 1,2, “sR} 
古 [a, 5 中 任意 有 限 个 吾 不 相 沁 的 天 区 间 , 记 
z er g(t gr)| >0, 
0， lg(ti} g(r) | =0. 
则 有 
> g(t) — gr)| = Pete D)—g{r)) 


(fo 一 Fo 
"2 gi Cu) 


所 | 所 


t=1 


= | (| 4) 


< 人 1a8) = Wb wy 


I (Wf ,一 Us 0 


持 
二 ~ 
| 之 ei us, (€) — wu,, (é) ] 
] 


一 ] 


t=1* "i 


了 全 二 


= fh Feo 


因此 ,Ye>0， 取 3=( FT) ， 对 Fe, 如 ] 中 任意 容 限 个 互 不 相交 


的 井 这 间 ‘ {ry t:)|i=1, 2, 站 了 >， (一 < 时 , 前 


lI) gr) le. 


即 4) 在 La,8] 上 绝对 连 线 ， 根 据 推论 5. 5,15, 8( 二 在 fo, 的 二 几 
平 处 处 存在 (绝对 信 ) 有 限 的 导数 ,县 gf)E LCDa,b]. 

令 和 二 g(tELa, tb . 和 广 意 到 wo 人 外 一 0 3.e. 于 [4 昌 ]， 
所 | 以 9049) 一 了 (Wa) 一 0， 据 定 埋 5., 5. 16， 


g(t) 9D) + | yg (a =| ya | u(y (0) 
也 而 


f lm) =| 全 8 全 用 (7. 3.8) 


剩 下 的 是 要 证 明 : 

(GD (7. 3, 8) 式 对 Lr?[a, 5 中 的 有 界 可 测 函 数 成 奸 ; 

ii) gerLTa,dbj, lylslfl; 

GB) 《7. 8. 8) 式 对 工 ?[a, 杂 中 的 一 -一切 状 数 成 立 , 和 fle 

(iy》 对 于 给 定 的 f, 适合 (7.3,6) 的 y 是 瞧 一 的 . 

fi VYz()EA， 习 分 点 组 gg 二 机 世相 芝 之 tm 二 和 数 局 ， 
2 co 使 得 


XE) = es (a (E) 一 
业 忆 下 


» J20+ 


由 子 的 线性 及 (了 .9.83, 有 


Ha) Blor(f (a) —f Cus) 


= Do ,Oy 0 ds wy) 


站 至 1 
=| Blore, 6) —m,., (6) ly (8) 
={ sy C8) a 
即 
f(s)=| zt) (YzEA). 


设 x(t) 是 Lrfa,，85] 中 的 性 一 有 界 可 测 函 数 ，|z(#)| 志 到 
(VtE[Le,5]))， 由 4 在 I?[a,5] 中 向 密 以 及 zp 客 平 均 收 化 与 几乎 处 
处 收敛 之 关系 ( 见 推 论 6. 2, 3), 必 有 有 一列 z(t)54, 使 得 |zi()| 拟 


M(iETa,b], R=1,2,.), HH rat) > z(t) 于 Lo, 5]， 于 是 ,由 
Lebesgue 控制 收 侣 定理 , 就 可 得 到 


| 一 (| is 一 za ->0 (>co) 


f(z) =) sty) dt ->| aC YC mre0), 
所 以 , 由 了 的 连续 性 ,就 可 得 到 
fz) = limf(xr,) =| z(t a 


即 (7.3.8) 对 I?[a, 冲 中 的 一 切 有 界 可 测 晴 数 成 江 ， 
Ci) 帮 [a,5 1 上 的 昭 数 列 
. . s T2277n 


3 

MenaLemsE 
pm 人 人 

ee re — 7 die Cail mip lie 


g(t)! A ， 当 0<jy(t)1-'sn 时 ， 


Ty ly) 时 12 


0， 当 #¥( 妇 二 0 或 不 仔 在 时 ， 
显然 , {s(t 站 是 La,5j 上 的 一 列 有 办 可 测 旺 财 , 册 中 ,得 到 


fs) =| zo CY n=l,2,.). 
于 是 ， 一 方面 我 们 有 
DT ac=ua 
多 一 方面 又 有 (注意 到 [D1 这 1s( 攻 
fs) = zt 4 ={ lea F(t) a 
>| al zt ria) let ds 
一 | laa a (n=1,2,..). 
终 合 以 上 两 式 ， 得 到 
[laa ze 六 12， 
从 而 
(| lshra <li,2,.), 
注意 到 兴 #)ELL4, ,所 以 由 44(t) 的 取 革 可 知 
[a > yt) 于 Le, 的， 
因此 ,由 Fatou 引 理 5.3,3, 我 们 得 到 


和 由 ， 了 1 
(yet) deal 


子 
(sia Ter 
人 yes a bl, Hy fi. 

(iii) Ya(t)ELrTa.6j， 由 十 LLa,58] 中 有 界 可 测 耳 数 令 体 在 
Zn,51 中 稠密 ， 所 以 在 Eee 的 中 存在 有 界 可 测 本 数列 {zoft))， 
使 得 

和 一 zj 一 (00 一 za 入 ->0 (n>00), 
由 的 这 续 竹 向 


Hz)=limf(zo)=1imj| a (y(t. 


又 因为 ji)EEz[e 5, 所 以 积分 | 2(1)y(t)4s 存在 . 根据 Hilder 
玉 等 式 ， 有 


| Ee 0 eC) |< lsat) a Ng 
< 人 (De 及 (| lye) (eco)， 
综合 以 上 两 式 ， 就 得 到 
Hz)=| Ct) dt 《YzEEera8]). 

后 出 H51der 不 等 式 知 

oS aC la El (VELrCa, dD, 
因此 

HI<iyle 

再 电 (i9 知 
f= tye=(] pl 六 


9 12ad + 


pe pp ra he kein ee re he Perr doit ad ed hoki YF 


bet 


(iv) 设 六 (2DED[a,5] 也 满 是 7.3.6), 则 Yr(t)EL?[Lo,6 


有 电 
| sy) yat =0. 


作 [Le,5j 上 的 活 数 


Z(t) gy 

ot) ye yr I) > 
ba， 其 它 的 

. 出 | rol t EL a, 6]， 且 


| rE ya = 1， Eat) Nat 0. 


由 定理 和 .1.17 知人 一 疡 (tae 了 [Dabj, 肥 一 y*"， 评 毕 . 


推论 ?7.3.4 Ii?[La,5]*=L?_a,b] U<z<: cc， | 


证 明 Vys2[o,51, 令 
Fr) -| CI 《YzEEIEa 5， 


由 Lebesgue 各 分 的 线性 及 Helder 不 等 式 知 ，fEEIa，]*， 作 
Pete 51>L?[Ca,51* 的 映射 

T: ypPf. 
是 然 卫 是 [a,5] 到 I?[a，6j* 的 线性 党 于 ， 再 由 定理 7.3.3 知 ， 


人 
= 


} 


了 是 了 Fo 的 到 L?[a,5 了 上 的 保 范 线性 同 构 映 射 ， 因 此 LFa, 5] 


与 [9,53* 保 范 线性 间 构 ， 证 毕 . 
奖 似 地 可 浴 证 旺 


定理 ?.3.5 设 f 了 是 La,5J 上 的 连续 线性 泛 函 , 则 必 有 唯一 


的 yeL"[a, 5], 使 得 
Fo) 一 | sya CVzEDIEay 6])， 


而 征 If| = jy inf .Sap ly(t)1, 


过 [arb. 


* 130.» 


-aa 。 -Fr rt rs hi Er ut - 
六 让 定 旭 73.5 间 扣 训 让 沪 其 


Lifa, bl La,b]. (7. 3, 9) 


7.3.3 1?(1<<p< +co) 上 连续 线性 泛 函 的 表示 
定理 7.3.6 设 了 是 12(1<2? 一 二 co) 上 的 迪 续 线性 泛 画 ， 则 
必 有 唯一 的 3= (1 go …)SIe(g = )》 使 得 


ft)= By (yz=(zozo Et (07.3.10) 


二 1 
而 有 f=ly (SD 1 ). 
了 一 1] 
证 明 今 
i1, 当 一 7 了 祭 
Pn {6,,, Dns, ny 上 。 入 … (其 中 5 一 人 ? # 二 1， 
2, es 


显然 e,. E17?(CR 二 1,2, "mw.). 记 ? =f(e), j=1,2,.. 
先 证 8 一 (zy gay 去 7 若 ?一 0075 一 12，…)， 出] zc 以 
下 设 8 , 不 全 为 0. 作 点 列 Tm FI, TE) Cm = 1 2, 1), 其 中 


[多 ;| JJ 一 1,2. 
0, 当 Y 汪 % 或 # ,二 0 时， 
显然 TnL PC 1, 2 和 并 且 上 由 此 得 到 


fw =f( Daye, 六 并 zgog = Sy 
了 了 =】 J 了 二 让 j=1 


, 1 
TY = 


1 


a 1 中 Te TR 一 
Lao =( > ， EA ) =-( 三 ef" 1? )-( 己 EAE 了 
3 二 一 了 


一 1 


st Te HP 


tt 了 "+ - 
国立. 站 全 为 0, 所 以 3ipnES, 鸽 得 当 和亲 六 0， 全 0， 概 因 


fhm 之 me), 和 到 
(> yj <u 
f= 


得 令 WN 一 00， 便 得 到 ( 了 > (yl } < By= (Ye Es, 
了 = 于 
而 且 


[yl (7. 3. 11) 
再 证 他. 3, 107 成 站 。Y7 一 (zt ay ,JE72， 由 Holder 不 等 式 
得 到 


lane (ar Er) zh yi, C7. 3 12) 
1=1 1=1 


了 一 1 


下 全 zi 是 绝对 收 伍 级 数 ， 由 于 


本 二 二 
n \F 
1 1 1 五 
jz 一 之 ， ze ( pa 2 > (n>00), 
了 = j=n+1 
后 | 人 


lin Dre 


PR 


再 由 下 的 连续 性 得 线性 ,就 得 到 


Ar) = limf( S) Tj; )= [lim D>, £9;= Diys 
j=1 y=1 了 = 了 


印 


fz)= 3 ry (Vi= {x Xa) CL?). 


下 1 


很 据 (7. 3. 12? 得 到 
1 hry gh, 
从 而 
ET [7. 3. 13) 
由 (7. 3, 11) 和 7, 3. 13) 和 nl fi = yl,. 
最 后 证 明 叭 一 性 ， 设 ?= (yg? 9,1)E14 也 请 足 〈7. 3. 10)， 
则 Y= (ri, En 有 


Sry y=0. (7. 3.14) 
令 
,，。 了 和 | 阁 - 上 一 : _ ~ 
9 _ y¥| Ty y* | | yi — ?| 时， 1 
0 当 | 六 一 好 1 -0 时 ， 

由 于 

pM 1 Ty 一 对 je< 十 5， 

1=1 #4 二 1 


Bild so = (2 x ER?, 将 xz 代 人 (7. 3. 14), 恒 得 到 
今 j 19; 一 镶 1 7 二 0， 
+ | 
类 而 态 = 褒 (一 1,2,…》) 有 即 y=y*， 证 上 比 
论 7. 3. LI7)*—1 + 一 .三 
推论 7.3.7 (1 一 1(1<p< Too 5) 
证 明 人 


f(r)= Days (Vx (4 to) ED), 


J 了 
由 H6lger 不 等 式 知 EQ)*， 作 1 一 -> (47)* 的 贞 庙 
了 2 yf 
和 131 和 


业 然 工 是 下 到 (7) 的 线性 重耳 ， 再 由 定理 7.3.6 知 人 是 下 到 
人 站 “上 的 保 范 线性 癌 构 映射 .证 毕 ， 

类 似 地 可 以 证 明 

定理 ?7.3.8 设 是 1' 上 的 连续 线性 泛 山 ， 则 必 有 唯一 的 
#1 使 得 


fH(2) = ay {Yr= (Cr vas EL), 


而 且 上 站 = yl = suply; |. 


注 ” 由 定理 7.3.8 六 用 可 以 推 知 
CD)* te,. (7. 3. 15) 


习 题 7.3 

1， 证 明 定理 7.3.8 及 公式 (47.3. 15) ， 

2， 证 明 定理 7.3.5 及 公式 {7,3. 介 )， 

3， 求 出 民 * 心 连 续 线 性 花 国 的 一 般 形 式 ， 并 证 明 ' 玫 9 一 用" (提示 ; 舌 
见 37.1 本 1 中 的 他 1. 他 式 )., 取 问 ; 菏 吾 " 是 控 范 数 ||29 一 max| rl CVT= (TL, 
x 所 成 的 轩 范 线性 空间 , 它 的 共 顽 空间 是 什么 ? 

4， 设 c 是 2" 中 夏 就 数列 z= {zs} 全 位 所 成 的 子 室 间 。， 卫 有明 c= 如， 

提示 :ce 上 连续 线性 泛 隧 的 一 般 形式 是 

fla) = > sm (YF= (1 ts "ED), 
如 一目 


巷 中 六 二 (3 Ys 4 "ET, lm ra—%. 
5，。 设 co 是 6 中 收 敦 于 零 的 数 记 xz 二 {x,} 爹 体 所 咸 的 子 空间 、 证 明 ; (1) 


co 是 c 的 用 线性 子 空间 ; (2) co) 一 PP， 
$7.4 道 算 子 定理 , 闭 图 象 定理 和 共鸣 定理 
在 线性 分 析 中 , 除了 537.2 所 介绍 的 Hahn-Banach 滋 国 延 拓 


» 114. 


定理 这 一 基本 定理 之 外 , 还 有 几 个 重要 的 基本 定理 , 它们 是 开 映射 
定理 , 造 算 子 定理 , 闭 赂 象 定理 和 共鸣 定理 等 ， 本 节 介 绍 这些 定 理 
和 它们 的 某 些 应 用 ， 


7 和 1 逆 算 子 和 正则 算 子 


设 瑟 .了 祁 是 数 域 久 上 的 线性 空间 ，T 了 是 例 (T)CX 到 了 的 
线性 算 子 。 如 果 们 是 必 ( 了 到 统 ( 了 上 的 一 一 鼎 射 ， 则 的 道 咎 


性 算 疗 . 
事实 上 ,根据 假设 了 7 !' 的 存在 是 显然 的 , 员 宽 再 证 了” 是 线 福 
的 .Yi 多 (人 ) ,YG 人 入 37 Ya 多 (了 ) ,使 得 Tx 一 总 ,TY 
一 yz 妈 斌 二 了 2 一 了 sy 于 是 . 
Tag Rag) 一 下 (了 上 (二 人 
0 om RT TT 2. 
如 了 ”是 线性 算 子 ， 
定义 7.4.1 设 开 .了 都 是 赋 范 线性 空间 , 了 是 统 (T)CX 到 
了 的 线性 算 子 如 果 了 了- 存在 ,而 且 统 (T)== 了 ,， 同 叶 了 "又 是 有 
界 算 子 , 则 称 宇 是 正则 算 子 . 
显然 ,如果 人 :区 ( 人 迄 芋 一 了 尽 下 则 算 子 , 则 了 "IE 入 (YY, 素 ). 
引 理 7.4.1 设 和 都 是 赋 范 线性 空间 , 了 是 急 {T 了 ) 人 CX 到 
的 线性 算 子 ， 则 了 是 正则 算 子 全 4 用 0 ,下 ), 使 得 
AT 一 了 7) 人 四 4 一 姜 . 《7 了 7. 4. 1) 
证 明 “一 ": 设 了 是 正则 算 子 , 据 正 则 算 子 的 定义 人 各 (了 Y， 
性 六 且 祷 足 
一 


四 iaztn 表示 弥 (7) 上 的 全 等 算 子 ， 下 同 。 
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豆 4= 下 1 淹 24E 交 (了 ,三 )， 电 沽 从 (7 4.1). 

< 设 4 和 姑 ( 已) 适合 (人 7. 4.1) ,出 定 存在 , 中 下 1 一 灶 事 
实 上 ,YIE 记 由 于 Y= 了 4, 所 以 党 有 x 二 AyE 客 (TT) (证 意 到 及 ( 
己 名 (了) 使 得 Tz= 包 歼 人 BE(T)=Y 了 . 及 ist 全 (如果 Tx 
二 了 了 7s, 就 必定 有 一 AT 一 4 了 xs 一 42， 抽 以 T 基 (TYCRKR 到 YY 
上 的 一 一 鼎 射 ,从 而 于 存在, 且 和 人 = 了 再 用 人 (7.4 的 第 
一 趟 得 到 

T=AT.T-!—4, 

而 工 是 有 异常 于 , 认 而 TT 是 正则 算 对 证 上 毕 . 

定理 7.4.2 设 世 了 .2 都 是 赋 范 线性 空间 ，、 如 果 4 是 三 到 
上 二 的 正则 算 子 , 刀 是 了 上 到 2 上 的 正则 算 子 ， 则 34 是 于 到 ZF 上 的 
正则 算 子 , 并 且 ( 有 人 一 人 下， 

证 明 根据 假设 ,47,B”! 在 企 , 4 IE 站 ( 了 区 )， 五 ESE 滞 (2 
了 ,从 I 而 有 4B 'E 扣 (2Z, 大 并且 

(A471B ) (BD =Ix, (BA) (AT BY) =;. 

由 5| 埋 7 41 B4 是 正则 算 子 , 并且 (384 -==47187'， 证 毕 . 
”我 们 关心 的 问题 是 ;如果 羡 、 工 都 是 赋 范 线性 空间 ,了 E 殉 (于 ， 
玉龙 双 射 〈 即 到 到 开工 的 一 一 映射 ,这 肝 工 -存在 而 且 是 工 到 天 
二 的 线性 算 子 .了 是 否 有 界 呢 ? * 般 地 说 ， 即 使 羡 是 完备 的 ,了 
并 不 一 定 有 办. 下 商 即 是 一 个 反例 ， 

例 1 设 开 =Cre,B] 了 = {yye0 La,5], y(ta) =“0},Y 按 X 
中 的 范 数 jl = max it 构成 赋 范 绥 性 空间 ， 令 


7; s(t) 90)=| (dr (YrEX), 
明和 然 , 荆 是 Banach 空间 了 到 了 的 大 射 , HTE 知 (人 ,了 ). 但 
一 YC!) (VyEY) 
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让 


fl 
事实 上 ,了 可 儿 (= 《2 (a = 二, 2， 
1 i A 
,|g | 一 a | “=:1 {RL 2 但 壤 于 


CT iy (ty = |(2a+ 二 hs joos| (2n + 诗人 | 
(Yn 人 EN), 
从 而 
iT gn ~ max | 全 


一 (an 十 苹 pe > (>>). 


主 毕 ， 


?7. ,2 开 驮 躺 定 埋 和 和 道 算 子 定 理 
本 证 匠 先 结 出 开 职 冉 语 这 :各 和 屯 个 引 理 ， 然 后 介绍 开 上 映射 完 


了 0 区 到 了 的 的 如 币 . 加 条 
让 芝 电 的 于 何 并 晓 名 休 YE 是 了 中 的 半生， 和 7 了 中 丽 红 
了 六 

显然 ， 党 全 帮 据 利 爱 和 出 ， 1 六 吕 打 上 肌 射 ， 而 当 卫 臣 拓 到 了 的 
双 绪 8 匡 过 繁 的 无 守 条 让 Fi 


引 理 7.4.3 设 让 县 同 范 线性 空间 , 了 是 Banach 空间 ，TS 
疗 (X, 了) 是 洲 射 ,网 :了 > 六 使 科 Ya 守 0, 都 有 了 人 全 在 和， 
a6) 中 筒 鄙 (B09,) 表 孙 凡 上 点 沟 旱 心 以 4 为 六 径 的 团 球 ， 下 同 ). 
证 明 ”由 于 开 = U BO9,n) ,新 以 了 一 了 TT 四 二 U 7 人 (9 aa) 因 完 


人 少 有 一 个 自 入 数 RW， 使 广 TB(0, #6) 
»137 + 


ri tt ed er si he i Re Lt rit i 


在 了 的 某 个 半球 00go 办 中 秋 密 , 取 8- 今 广 B00, 在 OC 
i “ 
46) 中 稠密 ， 事 实 上 , YyE0 (9,a6)， 则 Hy <a6 一 a 下 ,从 而 
0 
的 一 二 如 3o -十 gED (Wo, ?7 ， 


因此 , 必 有 BC8, R00) 中 的 虑 到 {zy 及 {24) ;使 得 


Ta rg RY, Try yt yy (b>00). 


所 以 (a 全)->y(h>20)， 但 是 e222<EBC6, a) (R=1 


2 下) 所 以 PB 78, 中} 存 O08, 66) 中 稠密 ， 证 毕 . 
5| 理 7.4.4 设 和 了 了 都 是 Banach 空间 ，TE 徐 (X, 了 ) 是 满 
射 , 则 必 3e 半 0, 使 得 TB(9,1) 000, 2)， 
证 明 ” 控 引 埋 7.4.3,360, 使 Yu-0, 都 有 TB 09, 在 009， 


ab 中国 密 ， 取 2 全. 今 证 PB(g, 1 二 0(b 5. 事实 上 ,YEO(b， 
。 1 fy UN po 
5， 因为 75( 6, 去) 在 0(9,5) 中 天窗 , 必 有 x1EB(9, 吝 ), 合 得 
1 一 Tz 之 禹 ， 
因此 如 = 一 T9150 (8, 站)， 由 下 于 0, 夫 在 0(0, 中江 窑 ， 
ye nln LN ps 
上 有 225 苞 中京 ) 使 得 
I ~ Tr | < 
即 如 一 加 一 Tzs 一 如 一 了 (21 十 a)E0(9,) 这 样 一 直 继续 下 去 ， 


得 到 … 列 SB(6, 高 )(*=1,2,…) ,使 得 


"3 * 


to Pe roto {da 2, 0), 


记 a, = 2 Cm -= 1, 2, *), 由 由 于 Slz, 123 和 所 | 


如 一 1 


{93w) 性 Banach 袍 的 亲本 列 ， 设 访 。>xoE， 则 zo 二 


orb ee 


hh | 
nl [<lim2 rz, 1= Boz, fel. 


所 座 zo 1)， 叉 由 了 的 连续 性 得 到 
go = limT (rt rt En) = Tr 


因此 yoETBE9,1), 即 TB8{9,1) 必 009,e). 证 毕 
定 香 7.4.5 ( 开 映 射 定 理 ) 设 和 了 都 是 Banach 空间 ,YE 
过 (XX, 了 ) 是 满 缮 ,出 人 是 开 映 射 . 
证 明 据 3f 理 ?7.4.4,3e~0， 使 得了 B00,1) 必 0(9,2)， 由 此 
易 知 Yu0, 有 有 
THIO, 0 DDO, ae). (7, 4. 2) 


事实 上 ,Vg50(9,48), 则 圳 E069, 人 CTB(9，1， 于 是 3 


BD, 1), 使 Tx 二 地 T= gr EBO, 9)， 囊 jETBD, 


oa), RI TB a) ODO, ae). 
下 面 证 明石 是 开 如 射 、 设 GQ 是 下 中 任 一 开 集 ，VyETG, jsE 
G 证 得 Tzo 一 的 只 要 证 明 全 x60 是 人 8 的 内 点 就 可 以 了 。 出 于 是 
开 集 ;六 有 i 的 5 加 城 (Cz0,5) 二 GG. 任 肥 saE(0,8), 这 竺 B (zo, 的 
0 fro 站 宛 #, 因 此 
TB (Cro, 9) CTE, C7. 4. 31 


ss 3 < 


HH 证 
再 (ro 本 一 2 上 下 (人 = {ro |xEBO, a)}, 
从 而 

TB{ao, 0) — Tr -TBA a OTrg OAD, 5 O00 oF). 
央 此 晤 (Tx0, 92) CTG, 有 即 了 zy 证 的 内 点 ， 证 于 , 

本 节 例 1 已 经 告诉 我 们 ， 当 了 是 Banach 空间 世 到 赋 范 线性 
空间 了 的 有 界线 性 算 子 并 有 旧 还 是 一 个 如 射 时 , 2 并 不 一 定 有 界 ， 
然而 如 果 值 下 了 是 完备 的 , 请 侈 加 不 同 了 ， 这 碗 吓 下 面 的 Banacil 
赣 算 子 定理 ， 

定理 7.4.8 (Banach 道 算 子 定 理 ) 设防， 了 窜 是 Banach 
空间 , 2 七 窟 ( 评 , 耻 是 双 射 ,刚玉 (YY ,在 )， 

” 证明 据 定 理 7.4.5，J 是 开 映射 。 又 因为 肥 是 民 到 了 的 双 
射 , 所 以 于 是 工 到 一 的 ; 述 续 线性 算 子 ,有 即 人 -iE 作 (7, X) 证 毕 . 

推论 7.4.7 设 芋 是 线 福 空 间 ， 1 :1 与 1 :1 是 上 的 两 个 范 
数 ， 如 果 开 关于 这 两 - 个 东 6 数 部 成 为 Banach 空 阐 ， 而 且 1 :|: 强 于 
Ei 员 站 -起 强 于 站 zs 从 而 | 上 乞 与 | .| EB 等 价 , 

证 明 记 =(X， 1]: 有),， =(X，| 上 1， 作 加 > 产 的 乌 薄 
算 子 

| 了 rrr (VzER). 
由 于 有 .1 强 二 [有 控 定 理 6.2.3,3 常 航 4:0, 梗 得 
Iz = rela, (EE), 
所 以 IE 他 (B, 了 )， 又 了 是 到 了 的 疯 负 ,报道 算 子 定理 ,7"! 是 衣 
界 的 。 令 co 一 民 , 则 >0, 且 
| 一 Se 
国 比 1 .1 强 于 外 如， 证 毕 


10 


7. 4.3 ”六 图 象 定理 

定义 7.4.3 设 和 ,了 是 数 域 医 上 的 两 个 赋 范 线性 空间 ， 记 
Xx 了 二 {(z， 六 |zEX，yEY}， 在 广 xXY 上 定义 线性 运算 如 下 : 
Yr ri YETT, Vatk, 

Cx, DE Cris 1) = E+ Ey + 
a (rz, 的 = (or RI, 

而 对 革 x 了 中 的 元 (4%, 执 定 义 其 范 数 为 (zx, D1= (z+ 四: 
(或 (zx, 玉 上 二 上 x 十 1 或 | G2， 四 |= maxt|z|， 1 上 ), 窜 易 验 汪 
上 Tw 上:fz 起 彼此 绎 价 的 范 数 )， 则 及 x 了 在 此 范 数 下 成 … 噬 
学 线性 空间 , 称 为 与 》 的 乘积 赋 范 线性 室 间 ， 记 作 (及 xY,! .1 
或 仍 简 记 作 系 xY. 类 似 地 可 定义 有 限 个 赋 范 线性 空间 下 ,, 
X， 的 乘积 赋 范 线性 空间 是; x 飞 :x 当时 。. 

显然 , 如 昧 了 ，Y 蕴 为 Banach 空间 ， 则 中 x 刀 也 是 Banach 
和 图. 

定 多 7.4.4 设 丑 了 是 两 个 赋 范 线性 空间 ， 开 是 多 (CC 基 

到 了 中 的 映射 ， 令 

cm 一 二 人 | 了 E 玫 (和光 了 
称 QT) 为 喘 射 工 的 图 象 ， 如 果 G (7) 龙 科 积 轿 范 线性 空间 无 
中 的 闭 集 , 贴 称 他 是 闲 瞻 射 或 计算 二. 

引 理 7.4.8 设 节 ,了 是 两 个 赋 范 线性 空间 ， 人 是 入 (T)CX 
到 了 的 映射 .T 是 闭 映 射 富 Y fra 己 多 (T)， 著 mr>zoEz， Ta >3 
EF, 其 | zoEDT), Ho= To. 

证 月 横 “一 ”， 设 下 是 闲 映 射 ， 当 {rjC 人 (TD)，rwr>xtEX， 
za 时 ,最 然 {(zo 了 #0) CG TD) ,而 且 由 不 等 式 

Fn a0) 一 Ge 和 Cs 
Slr ol [zs 一 2 (YaelN) 
oo TA" 


虽 (z gr) -> (Yo Yo) 三 入 了， 内 殷 设 知 台 (如是 轩 集 ， 从 而 (xo， 
geEr), Bm re TY, yo Tx 

“=; 任 取 {Zz5 了 TX) CG ,而且 (x PI) -> (C20, $0) EX 
了 ,由 于 

maxtlrs — zol, PT, — ¥0) Sh Cr, Te) — (xo, yo0) 

= Crnaol + IT yo) (YnEN), 
所 以 22X20E 和 ,Txa->yoEY 了 ， 胃 由 假设 知 xoE 儿 (TD) ,加 一 了 xo， 认 
后 fo 全 是 下 x 了 中 的 半 集 ， 证 毕 . 

注 1 定义 域 吓 包 集 的 过 续 算 子 是 祭 算 子 。 事实 上 ， 设 苹 , 了 了 
是 碟 范 鲁 性 空间 ,中 是 阅 (T) 忆 I 到 了 的 连续 算 子 ,并 且 纪 (T) 是 
中 的 闭 集 ， 当代 芝 久 (了 ,zr 了 Zo 年 ,T 了 2 了 > 扣 SY 时, 由 放 (7) 
的 闭 性 短 zo5 多 (7T), 文 由 于 的 连续 性 知名 = limTz, = Txos 据 引 理 
7,4.3 了 是 闭 算 子 . 

注 2 当成 .了 都 是 Banach 空间 , 下 是 儿 (T)C 和 到 Y 的 线 
性 算 子 , 而 且 是 闭 算 子 时 ,了 不 一 定 是 连 然 算 子 例如， 设 素 二 工 
一 C[eyB ,DD 一 {2(2)|2(Ct)ECTe,b}， 显 然 上 是 着 的 线性 子 空 
闻 ， 作 了 到 了 的 算 子 如 下 : 

FT, xCt y(t ) = Fx( it) (YED. 


旭 叶 是 卫 到 了 的 线性 算 子 , 而 且 是 闭 算 子 ， 事 实 上 ， 设 {x} CD， 
Fo TKSY ,由 数学 分 析 中 的 定理 知 , Xo 人 ED 壬 Tx0 二 yo- 
根据 引 理 7. 4,8, 人 是 闭 算 子 .但 由 $7.1 例 ”了 知 了 是 无 界 的 ， 
然而 当 算 子 工 的 定义 域 多 ( 了 是 站 的 闭 子 空间 有 时， 有 下 面 的 
闭 图 象 定 理 ， 
定理 ?7.4.9 ( 闭 图 象 定理 ) 设 了 ,了 都 是 Banach 空间 ， 了 是 
作 (7)CXT 到 了 中 的 线性 算 子 ， 而 且 是 闭 算 子 ， 如 采 纪 (是 六 
的 闭 线 性 子 空间 , 则 是 连续 的 . 
» 4 " 


证 明 由 下、 了 是 Banach 室 间 可 知 瑟 < 了 了 是 Banach 空 闻 . 
因为 儿 (Z) 是 下 的 闭 线 性 子 空 间 ， 南 多 (T) 按 天 中 范 数 是 一 个 
Banach 空间 ， 及 了 是 线性 算 子 , 易 知 G(T) 是 了 x 了 的 线性 子 空 
间 , 由 假设 G(T) 是 收 xY 中 的 闲 集 ， 故 G(T) 是 革 x 了 的 闭 线 性 
对 空间 , 从 而 G(7) 按 下 x 了 中 的 范 数 也 是 一 个 Banach 空间 ， 作 
(TT) 到 宅 (T) 的 算 子 4 如 下 : 

A: (xr, To {vx TI EG(T)). 
显然 4 是 了) 到 灾 (T 了 T) 上 的 线性 算 子 ,而且 
[4Gz, TDL= [rl THO) OY, Tx) EST)), 
所 以 是 有 界 的 ， 六 当 z ZE 知 (TT)，z1 一 ts 时 ,必然 Tz 二 了 x 
所 以 人 ze Taz 二 (x2, TY), 芯 有 4 是 GT) 到 宅 (T) 的 双 射 ， 根 据 违 
算 子 定理 , 4: 久 人 -GZ 是 有 男 的 ， 于 是 
| 2, Tz) | 一 142 过 14-z1 (YrES(T)). 


从 而 
Trl | zr, TE|A TD)). 

由 此 可 知 T 了 是 有 界 的 .证 毕 . 

由 引 理 ?7.4.8 的 注 1 和 定理 7.4.9 可 立即 得 到 

推论 7.4.10 设 苹 ,了 都 是 Banach 空间 ，T 是 区 到 了 的 线 
性 算 子 , 则 工 连续 盖 了 是 财 算 子 . 

闭 图 象 定 埋 在 偏 微分 方程 理论 中 有 很 多 应 用， 因为 对 于 微分 
算 子 , 要 直接 验证 它 的 连续 性 往往 比较 困难 , 但 要 验证 它 古 闭 算 二 


7.4.4 共鸣 定理 


定理 7 了 .4.11 (Banach-Steinhaus 定理 ,共鸣 定理 ) 设 广 
是 Banach 空间 ,了 是 赋 范 线性 空间 ,了 .< 党 ( 王 ， 功 ，zE 志 如果 
Yr 人 EY, 
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| SpIT .x1 < 十 (7. 4, 4) 
到 数 集 !11z. 上 rE- 分 是 有 界 的 . 

证 明 ”在 指标 集 1 外 任 取 一 个 元 素 % 令 4=4U {9}, 了 ,一 
7， 在 Banach 空间 号 上 音 作 新 范 数 

jz 人 一 sup [7.xd =maxClzl, suplT.xl) CYrEX). 
现在 证 明 |] 上 i 是 了 上 的 范 数 .显然 | 上 满足 范 数 的 条 件 (1), (2)， 
《4)( 见 定义 6.2.2)， 下面 证 明 上 满足 范 数 的 条 件 (3)， 和 事实 上 ， 
Yr gEX, 由 于 

Hr, t lr tIT sl sup {7T,.zt + sup 了 

一 1z 十 和 天 
因此 
和 一 sop JT. Gr FDSe le tlyh, 

再 证 卫 按 1- 上 成 为 Banach 空间 ， 事 实 上 ， 设 {x,} 是 (X， 
和 中 的 基本 到 ,由 于 12 所 上 z1iCYzEZ) ,所 以 {zl 也 是 Banach 
空间 CX, 上 -位 中 的 基本 列 ; 从 而 3xoE 下 ,使 得 Jt 一 zo1 一 0(n->c0)， 
今 证 {z 小 按 外 及 收 和 化 于 xz 宙 于 {tz 相 按 上 本 是 基 本 列 , 所 以 Ye 二 0， 
加 | 让 招数 总 ， 当 KE， mo NN ] 利 ， 
| jz Zoli =sup [T(x 一 zm) [过 序 ， 

团 
Nez) < YrEA). 
固定 2 宇 入 , 令 Po 就 得 到 
17, (aa) Es (VrEd)), 
从 而 当 六 六 时 ， 


a 
EE sup | ,Cx 一 zo) b= 


因 比 {直接 1 了 以 效 于 各、 雹 下 和 按 E+ 1 证 Banscn 经 闻 . 
因为 上. 强 于 上 1， 根据 推论 ?7.4.7， 外 起 强 于 } ,和 即 有 有 常 
数 寻 汪 0, 使 得 
jz 一 sup 人 入 好 jz 和 (VEX), 


因此 数 集 {2 了 .rE 办 是 有 界 的 ,并 且 1T.j 志 (Yrs 从 , 证 毕 . 

注 条件 : YzEXY， sapj :21 < +o0, 意味 着 YxEX, 3 全 0， 
使 得 
[Tz <Molz] (rEl). (7. 4. 5) 
而 结论 ; 数 集 让 .11 rE 人 有 界 ， 则 可 春 作 是 存在 与 + 无关 的 常数 
村 >0, 使 得 

Trl<<Miz)| (YreA, YrEE). 7. 4, 6) 
(7. 4, 5) 意味 着 算 子 族 {7.JrS 人 他 点 点 有 男 ;《7. 4 的 音 味 着 算 子 族 
{他 ,rEA} 一 臻 有 界 ， 因 此 在 定理 的 条 件 下 保证 了 点 点 有 界 列 含 
一 致 有 界 , 疏 本 定理 义 称 “-… 波 有 界 ” 定 理 ， 另 一 广 面 ， 如 果 我 们 从 
反面 来 叙述 本 定理 ,将 有 ; 
SP 站 = oo 人 jxnc 使 得 supl7, 1 - 二 oo。 


因此 本 定理 又 有 “ 共 幅 定理 ”之 称 ， . 

共 蚁 定 湿 的 应 用 是 很 广泛 和 的， 下 而 我 们 举 一 个 它 在 古典 分 析 
它 应 再 的 侯 子 

倒 2 (Fourier 级 数 的 和 全 散 问题 ) 存在 以 2 为 周期 沟 实 给 
连续 函数 , 使 企 任意 给 定 的 成 上 其 Fourisr 级 数 是 发 散 的 ， 

证 明 ” 末 CC 玫 示 定义 在 实 轴 上 , 雇 3 为 周期 的 实 值 连 续 小 
数 全 体 , 在 Cs， 中 定 关 范 数 

zl max {z(t)| vaccs， 


则 Ca 成 为 PTapacn 守 间 、 


Yz= ziECay 它 的 Fontier 级 数 的 施 4+1 项 之 和 为 
1 袜 
SCE t) Ts 1 > (ecosht -Pesinki). (7. 4.7) 
£1 


其 中 
“= 十 | 2{T) cosRrdr, K=O,1,2,..*,e 


B= 三 | y(tT) sin&rdr， k=1, 2, ,nl 
TI, 

将 gs、P 代入 (7.4.7)( 注意 到 2sin 中 §+ ei |=sn( 
+ 去) ) 得 到 


Sx; £) -起 | |! 2 cosgkfr-.~t) lO AF 


1 ed pe 
上 于 


令 
ey | 
2rsis| 亏 {Tf | 
则 


9 Cx; 4) = 上 K, (tr, rr dr. (7. 4.77) 


显然 ,对 任意 固定 移 一 本 及 自然 数 写 (2) {0 是 口上 的 线性 
泛 声 ,为 过 论 简单 起 见 , 不 妨 设 二 = 二 0。 令 


f(r) =— 85, (xr;0) -| F(t, 0) a (ryar, 


WC RH. 
f= Er, 0) a 
事实 上 ,由 于 
ERAGEA NL Ls 


<lzl| (Cr Oar, 
从 而 
<| [Kr, 0) |ar. 
另 一 方面 , 令 
人 1， 当 殖 sr 0)>0 时 ， 
天 of] si 0, ET, 0)=-01r, 
—1, 站 ECrT, O00 全 上 
网 yr 可 油 , 昌 |atrls1， 根 据 Yar 定理 ,Ye>0, 相应 于 雪 
个 自 秦 表 存在 2.(T)ECz,, 使 得 zai 圭 1, 而且 
Kt, Oar) yn ar Iee 
从 而 
[fs = sup [fr) | | f(x) 1 
=|| K, (rs Ow rdr| 


J: | 


-| Kr, Og Ta Kelr, Oza(r) ~ 


ys rar 
>| | KE, {tr, Oyn rar -| | 天 (rrefr) 
-1 一 
rar 


是 


>| [Er, 0) 1adr —-7, 


' - Di 
rr PH 一 he ol Ch a ree Pe rh ti 


由 * 的 任意 性 , 知 jfj>>| Is(r0)iar 
综合 以 上 两 个 方面 就 得 到 ]fs1==| ”| Ks C70 dr (212 小 
现在 证 明 1f.4-> 十 co(a->co)。 事实- 上 ， 


i 所 了 Tt 
f= IK Oa ul 


sin 
| 2 
T T 
-ff ble 人 
Bm T | in 
2 | | 
T 1，x sin| CD 三 | 
Ds dr 
™ 22x.. EE 
2 : 
、 | + '| 
、1 ain 《2 十 工 ) 六 | | 
2 LL _ _ --. = 
2 0 TT 
2 
鱼 己 十 下 


= 二 | ” sn dis ee {R700}, 

TD | & 

(这 里 利用 了 |sinrlsir| 和 广义 积分 | ”| ex 是 发 数 的 两 个 
事实 )， 根 据 上 其 鸣 定 理 的 逆 否 命 泗 , J20(t)ECz. 使 得 sup|f(zo) | 
二 十 0, 即 jo(#) 的 Fourier 级 数 在 =0 处 发 散 ， 证 毕 . 


习 题 了 .4 
1， 说 政和 是 Banach 安 闻 ， 呈 和 杰 (三 , 有 是 满 身 , 则 3 时 一 0 使 得 的 了 ， 
卫生, 通 癌 于 一 由 有 提示 应 出 3 理 卫生 有， 
2， 六 至 ,了 是 Banach 守则 ,人 入 { 主 ; 了 是 满 午 ， 则 下 作 导 二 二 对 枉 


En 了 3 电 


何 耻 中流 化 于 如 多 莱 到 后 让: 电 丰 在 27C 民 到 含 ] 上 和 计 ， Tx 二 六， 
(二 一 2 

4、 证 明 习 题 7.1 的 第 4 题 中 的 算 子 下 存在 有 界 逆 算 子 的 充 要 苯 件 是 
inf el. 

4 试用 所 图 象 定理 证 到 赣 算 子 定理 ， 

5， 设 下 ,了 是 Banach 空间 , TE 筑 ( 蔷 , 门 是 单 轴 证 明 ; 人 全 绕 避 -天 
是 有 界 的 拓 融 (在 吐 中 是 由 的 ， 

8 和，、 镜 互 和 了 是 Binach 侍 间 ;TE 久 (X; 了 是 驱 笛 ,过 其 窒 在 ty Ci 
使 得 YzE 廊 ,有 

leks Tz la. 

7， 设 汗 有 下 是 就 范 线 性 空间 ,了 ; 玉 一 了 是 六 线性 算 于 ， 

{1} 证 明光 的 紧 了 和 集 忆 的 象 人 (0) 存 了 中 是 办 的 , 

(2) 证 明了 的 紧 子 集 下 的 原 象 ZY!(K) 在 三 中 是 六 前 . 

3. 设 蔬 是 Banach 窗 间 ,了 是 赋 范 线性 空间 , 了 ; 移行] 蕊 二 :> 是 闭 线 
性 算 子 . 若 了 :存在 且 右 界 , 则 欧 ( 在 工 中 是 两 的 ， 

3， 投 ( 了 | 用 是 Banach 空间 ; {了 ;中 ) 是 典范 线 福 空间 ， |i 是 二 二 
第 二 个 范 数 , 并且 {, -中 成 为 Banach 冠 间 。 如 果 | 让 强 于 | 六 ， 则 尾 贞 
【三村 下 全 ， 寺 的 有 界线 性 算 季 开 几 是 ( 址 ， 直 是 一 全 :| 有 的 让 妓 线 
性 算 子 ;, 妇 下 站 着 ,用 :下 7 开 引 有 仁和) 

10， 证 外 了 enp 中 agn 引 理 ; 设 王 是 Banach 空间 ，Bko 是 互 上 的 运 国 ， 
适合 下 面 的 条 件 ， 

1T)》 pe (VIECR)s 

{2} piar} =u Vai, Yre); 

(3) pig re EP Begs) (VW Tt 

(4) aEX, zn 7H, lim p(n PT), 
则 必 有 正 数 于 使 得 YE 天 ,pe 所 Dx. ? 

11. 用 TensgaHu 引 理 证 明 共 鸣 定 理 . 

12， 举例 说 明 共 网 定型 中 空间 于 的 完 钾 性 条 眶 不 可 除去 

18， 设 了 是 Banath 空间 ， 了 是 赋 范 线性 空间， 了 ,EE 客 (了) 人 一] 
2,…)， 邵 果 YxzEX， { 2 是 了 中 的 基本 列 , 则 世上 时 是 有 界 的 . 

14， 设 7 De 可 列 ， 刘 时 YE ETEIPfT<Es 交 

as 了 3 


Sn eg 2 
57 收 雍 , 则 (1 2 EE2 (9 这 让 


15. 没 ¥( 加 是 [a,8] 上 的 可 测 函 数 . 如 果 Yx (E17?[a, 可 (1<2< 十 cc)， 
有 zDD yd) Erte 8, MW ytt}eLr [Lao, if -2 
16. 说 三 .了 都 是 Banach 空间 ,TE 名 (XX 了), 及 设 YyET，, 方程 Tz 二 y 有 
解 xc 并 且 3C>0, 使 得 
|ITzllcollzi|l (YatéX), 


流明 :也有 连续 逆 了 -1 并 且 || 名 - 川 才 二 ， 


4 171.3 自 反 空 间 与 共生 算 子 


本 节 利用 共 轿 空间 的 概念 ,引入 二 次 共 轿 空间 , 自 反 空间 和 共 
统 算 子 等 概念 , 并举 一 些 例 子 . 


7.5.1 二 次 共 饭 空间 与 自 反 空 间 


设 于 是 赋 范 线性 空间 ， 由 于 开 的 夫 力 空间 羡 * 也 是 里 苑 线性 
空间 ,所 以 也 有 共 罗 空 间 ( 半 *)*, 把 它 记 为 菩 **， 称 症 ** 是 基 


nr 


一 (总 *)*，, 等 等 ， 用 也") 表示 六 的 # 次 共 罗 空间 ,显然 (YX)* 


一 五 ("11")， 这 些 空间 之 间 自 然 是 有 联系 的 .下面 我 们 来 考察 总 
与 X** 的 关系 ， 
Yz 人 下, 作 在 * 上 的 注 国 xXx** 好 下 : 
zxtf 门 一 了 (zj) (VIEXY). (7. 5. 1) 
显然 , z** 是 了 * 上 的 线性 泛 函 ， 又 因为 
ar* (A=) | fz YFEX*), 
所 以 z2** 是 有 界 江汉 , 即 x*+EX**, 并且 
I srl. CF, 35.2 


" 13U" 


称 证 辆 zx** 为 由 zx 生成 的 ， 并 称 下 -> 工 汪 的 册 身 
TA 
为 具 然 左 人 肌 射 ， 

定理 7.5.1 设 了 是 赋 范 线性 空间 ,自然 嵌 人 映射 zr** 
(YzEX) 是 互 到 工 ** 的 保 范 的 线性 算 子 , 即 

《1) {ar Br* art* | Oy** (CV, YER, Yu, PEK); 

(2) Ha**t =lzl (YrEX). / 

证 明 (1) YJEX*, 由 于 

(axrt+ BD** (A = far By) ut) + Pf(Y) 
=az**(f) + By** CF) 
= (ur**+ py**) (f), 
所 以 (1 成 立 , 即 r 是 线性 算 子 . 

(2)》 只 须 证 4x* 串 衬 1z| 就 可 以 了 ，YzE 开 一 {全 ， 根 据 推论 

7. 2. f, 必 有 六 ET+， 使 得 疡 (z) 一 1 zj, 且 | 六 1=1 因此 
上 zx 和 | zs 一 1FPCz) 一 1z 证 毕 . 

注 定理 7.5.1 培 明 久 与 ** 的 子 空间 rT(X)= {2** 二 rz| 
zEX1 保 范 线 性 同 构 , 即 五 可 以 道 过 自然 腾 入 陕 揣 Tz"*(VzE 
叉 ) 构 入 二 次 共 轿 空间 世 **， 今 后 为 简单 起 见 ， 我 们 往往 对 x 与 
z+** 不 加 区 别 , 妓 把 下 与 (下 ) 视 为 同一 空间 ,从 而 把 XX 视 为 X** 的 
子 空 闻 ( 转 别 当 匀 是 Banach 空 间 时 , 可 把 卫视 为 了 X** 的 闭 子 空间 )， 
并 简单 地 记 作 基 CCX"*. 更 -一般 的 是 可 以 把 用 "0 视 为 让 ("的 
子 空间 ， 并 简单 地 记 作 ?局 (n 一 0,12,…)， 

定义 7.5.1 返工 是 赋 范 线性 空间 。 如 果 天 到 瑟 拉 的 自然 符 
入 映射 rizrvzv* 是 满 射 , 则 称 立 是 自 反 室 间 , 记 作 中 Xe， 

转 范 线性 空间 苹 称 为 自 共 轿 的 ,是 指 革 = 下 *。 如 果 站 既是 自 
共 颖 的 , 又 是 自 反 的 , 则 称 环 是 自 共 罗 的 自 反 空间 . 

- 157 = 


注 1 忆 定 到 了， 5.1 EH 芋 吉 是 内 度 2 问 ]， 山下 与 到 出 


ir} 


保 范 线 性 同 构 ,斯 是 一 车 革 二 革 **. 和 但 比 问题 的 逆 - 般 不 
长 志 , 限于 篇 巾 , 这 里 水 举例 了 , 可 参 春 文 峡 [E12]. 

注 2 自 反 空间 是 Banach 空间 (根据 推论 7, 1.7). 但 Banach 
宝 间 者 不 一 定 是 自 反 的 ， 傅 如 天 Fa,p] 1 都 时 Banach 淮河， 但 
者 不 芷 自 冯 的 5 证 咀 见 本 节 阐 2 例 3). 

例 1 Za, 和 p00) ,172 近 十 co0), 避 "都 是 自 
宅 喇 , 其 中 天 [Te 50, 下， 起 " 还 是 月 上 业 条 的 片 反 空 条， 这 可 分 中 
挫 论 7. 3 4. 推论 7.3.7 和 习 溃 7.3 的 第 3 题 导 出 . 

为 了 浇 明 工 Ts,， 5] 和 并 未 用 和 反 空 间 ， 我 们 泡 给 出 下 面 的 
定理 . 

定理 7.5.3 设 和 是 赋 范 线 往 宝 间 , 如 果 半 * 是 可 分 的 ， 则 芝 


也 是 可 分 的 . 
证 明 由 于 半 * 是 可 分 的 ,所 以 三 ”中 存在 可 数 的 稠密 焦 18 
【有 和 不妨 成 J. 取 记 = ‘n =1, “1) » 出 { 


gn) 
是 并, 的 昔 位 于 测 8 {EX*| 上 有 一 二 的 可 数 的 简 密 于 集 ， 刘 实 
上 ， YVES 有 494 的 子 河 由 使 得 lim9,， 一 了 从 而 
有 一 下 本 一 70 (co)， 
所 以 iTCS 且 ff 在 3 中 移 市 ， 
nt 由 于 


. TI:=]1 


所 以 3zsE{zE 祥 [x 上 一 1, 使 得 1f。(zs) [> 本 


记 至 二 spantz,}， 由 于 如 dt 有限 个 向 量 的 有 更 系 数 ( 当 天 是 复 
空间 时 , 指 系 妆 的 实 部 和 和 和 虚 部 均 为 有 盟 数 ) 的 线性 绍 台 全体 在 讽 ， 
。T52 。 


中 征 乌 ,所 区 到 0 下 人 亲 太 的 ， 

根 车 马 市 可 分 , 则 必然 下 天 束 o 取 toEE 一 下， 由 于 六 是 他 
的 亲子 空间 , 从 而 8 一 p (xo 广 0) >0, 根据 推论 ?7.2. 5, 了 六 ES, 使 得 
(2) 二 00YVwEo)， 然 而 


Bf fo } fazn) — Fora) |= | f(xn) [> 去 (nEN). 


这 与 1f} 在 8 中 稠密 了 矛盾 ， 因 此 下 是 可 分 的 ， 证 毕 . 

定理 7,5. 2 启发 我 们 用 共 施 空间 X* 的 性 质 可 以 研究 原来 的 
贼 范 空 间 工 的 某 些 性 质 ， 

例 2 iTa, 5 不 是 自 反 的 . 

证 明 ” 反 证 法 ， 假 若 Li[a,56] 是 自 反 的 ， 则 (ZITo, 8D** 二 
工 [a, 85, 出 于 荆 '[4,5j 是 可 分 的 {根据 $6.4 例 科 , 从 而 上 [a 5b]* 
是 可 分 的 (根据 定理 7.5.2)， 但 工 [a,8]*=L*[a,5] 《 据 公 式 
(7.3. 9 而 了 工 [o@D 是 不 二 分 的 (根据 84 4 例 的 ,这 总 产生 了 


了 矛盾， 因此 LTa, 8] 不 是 自 反 的 .证 毕 . 


网 3 不 是 自 反 和 的， 这 可 以 类 似 于 例 2 来 证 明 ， 

-< 和 

7.5.2 兴 锯 算 子 

定义 7.5.2 设 也 .了 是 册 个 赋 范 线性 空间 ，4E 知 (及, 了), 如 
果 有 了 * 到 下 * 的 息 子 4*, 使 YAET7Y WE 成立 

(CASRYCE) = RCAR), 《了 . 5, 3) 

财 称 4* 是 4 的 共 轿 算 子 或 伴随 算 子 ， z 

定理 7.5.3 ' 设 ,了 , 7 都 是 数 域 下 上 的 冉 范 线性 空间 

(1) VY4E 喇 (X, 站， 必 有 唯一 的 共 辆 算 子 4*E 呵 (了 大人 

(2) 映射 4 小 是 由 多 (下 ,了 ) 到 经 (1, 到 *) 的 保 范 线性 
算 子 ; | 

(3) 7xx 1 人” (这 辕 14*，J7 分 关上 明证 *， 革 上 的 总 位 


® Tr}a 


算 子 ); 
(4)》 如果 4E 攻 (于 , 门 , BE 名 {了 思 ), 则 


A* B+ (BAY*. (7, 5. 4) 
《5) 如 果 AE 逢 (五 , 了 ) 是 正则 的 , 则 4* 也 是 正则 的 , 而且 
CA)* CA ~, (7. 5. 5) 


证 明 。 (1) YAEY*, Yx&, 由 于 
itAz) | lal A Tel AN:zl, 
所 以 泛 孙 x 有 CAY) (YXER) 是 站 上 的 有 界线 性 泛 诗 ， 把 它 记 为 
4* 瑞 ， 刚 A4*#E*,， 并 且 
| 4 下 ss 和 下， 《7. 35, 6) 
最 然 ,映射 和 AFACYAETY*) 是 线性 的 ， 所 以 4+ 二 知 (7*, 天")， 而 
朋 满 是 (7,5. 信 的 答 六 4 显然 居 由 4 唯一 确定 的 . 
C2) 先 证 映射 4 > 是 保 范 徇 ， 由 (07. 5,6) 式 得 到 
， 14*f 志 上 |. 
现存 证 明 |4A*| 污 14l， 当 有 4=8( 才 算 子 ) 了 时 ,不 等 式 显 然 成 六 不 
中 并 4 尖 昌 YYzE 如 果 Az 关 9, 根据 推论 7.2, 6, 38EYF*, 81:=1， 
康 得 (42 一 14zxi, 填 是 
Azi=ACAr) = (AT CT) EE! AR 
=A Tazl = 1A*iizl, 
上 式 对 使 4 一 9 的 + 自然 成 立 ， 由 此 得 到 
14*1 尘 | 41., 
从 而 iA 二 44, 吕 映射 4F>4* 是 保 范 的 ， 
可 证 贞 射 4A* 是 线性 的 ，Ya, PER, Y4, BE 了) ,由 
上 了 和 和 下 的 线性 就 得 到 
上 (ed + BB)*AICE)= EE {eAt+ BB) 2 
tAR(tAr) : BECBY) 
(Az) HBR (EY 


一 [ (4*+ 二 ABTIR] Cx} 【站 三 下 
YrtE)}, 
让 
(aAd+ BBY*—aA*+ AB*. (7.5.7) 

因此 4 一 A* 是 线性 算 子 , 

(3) YAEX*Y, YA 或, 由 人 7. 5. 3)， 

LOD RJ) = ET) = h(7), 

并 《7 二 下 对 一 委 4E 匡 成立， 所 以 ex (TD) 

(414) YoEZ*, YEAX, 

CBA)*g (Kz)=gL BAz) = (B*g) (Az) 一 [全 (B*g) tr). 
所 以 

(BA*g= A*{(Bg) (VIEC2*), 
邮 (7. 5. 乡 式 成 立 . 
(5》 困 于 4 E 欧 (7 瑟 )， 曾 且 
dd 一 五 ,4 一 了 

共 而 由 (7. 5. 全 式 得 到 

全 

A*CA DY= CA A = 人 一 了 +， 
再 由 引 理 7.4, 1 知 4* 是 正则 的 ,而 且 (499 = (47 中 *， 证 毕 , 

既然 映射 r:zhszy* 将 下 中 的 向 量 z 了 机 人 二 次 共和 罗 生 间 下 
请 然 也 可 以 把 算 子 “ 诸 人 二 次 斐 拖 至亲 . 

设 支 .了 是 摧 个 研 范 线性 空间 ，4E 有 (, 了，4* 是 业 的 共 氏 
算 子 , 即 A*EB(Y*, 及 *)， 且 14*1 上 = 上 41， 由 定理 7.5.3 的 (1)， 
4#* 也 有 共 轿 算 子 C4*)*, 把 它 记 为 4"*, 则 A**EB(X**, 了"*), 且 . 
| 4* 直 一 4 于 是 当 xE 卫 ,了 EY* 时 ， 

{Ar*zss) 【让 =r** (Ad* 1) = (AAC =F OAT) = CA (二 )， 
由 此 得 到 


* F333 " 


Attrt# = (ALY*Y*, 《7. 5. 3) 
如 果 把 下 嵌入 及"*, 了 了 工人 YY**, 那 未 上 式 便 可 以 写成 
A**z = 人， (7. 5. 8) 
这 样 便 得 到 下 看 的 定 埋 ; 
定理 7.5.4 设 访 ,7Y 是 峰 范 线性 字 间 , 4E 写 (和 门 ， 那 未 当 


斑 , 了 分 别 误 人 瑟 *+ “+ 时，4** 便 是 算 子 4 的 延 拓 ， 而 且 44” | 
一 | 4|1， 


例 4 设 4=fi) 是 更 关 下 是 析 ， 这 里 宇 人 一 2 
12,… 人 是 实数 ,下 标 主 表 永 行 , 王 标 7 天 示 列 ， 和 由 年 阵 44 定 
光 了 一 个 由 和 兰 礁 实 欧 几 蜂 得 空间 RR" 到 到 维 实 欧 儿 里 得 空间 及 ” 
的 算 子 了 

Tx=¥ {Yr= (x tos", Fi) EER, 
其 中 多 一 (gt 的 ya)， 久之 m. 显然 了 是 


到” 到 民 的 线性 算 子 ， 并 且 由 71 例 5 知 呈 是 有 和 田 算 子 ， 即 
8, 移 1 有 下 人 ， 现 在 居于 的 共 弧 算 了 了 下， 人 WE( 了 中， 由 呈 了 
例 1 和 例 5 可 知 ， 有 有 了 唯一 确定 的 有 序数 组 《ap ca …， gm 入 政 ” 
舍得 
(DE) FD = Tai( ton 
f=1 f=1 
四 所 m \ 
DD) : 
= (D0), CYE= (ry Tap "ry fn 我")， 
i=1 “#1=1 . 


记忆 = DD #0 一 42,…， 2)， 由 上 不知 TF 可 以 由 有 "中 的 
i=l . 


霹 了 马帮 


元 CB,, Bis, a 米 直 六 . 一 下 ， 如 果 把 i 与 人 中 鸣 匹 《Gil 
由 tn) 视 为 可 一 ， 把 Tf 与 其 中 的 元 {A,, i;, "*™y 月 视 为 同 
一 则 到 可 以 写成 
Ts 1, 2 人 Ba.) CY Co Ros Wm ER™ 
一 {Rw"}*), 
这 表明 T+ 出 站 的 转 置 第 阵 (2;2) 瞧 一 确定 . 
例 5 设 六 (3, 站 是 [oy5]x-a,bj 二 的 可 测 肾 数 且 满 志 
| KG, DAsdt o (1 q+ 0) 
仿 b 
{TX2)} (3) -| KGs, tretjat (Yat LoLo, bl P 2 让 
则 于 是 了 zfa 的 到 [a 5 的 有 界线 性 算 了 ， 事实 上 , 记 
m=(| | EGs, rdsdt ). 
由 Fubini 定理 和 Hlder 不 等 式 得 到 
[Pry C8) | = | Es, ‘ja(t) | 


| | 下 【8 At 


蚂 


4| 
<(| [zi) paz (| [Cs 和 jd 


上 it 人 |， [KE(s, tat 了 (VzEFPTe B71), 
从 而 
1 
| he) < | 天 (sy t) ledtds ) 


fr 4 
=1zl(| | Cs, t) |'asdt ) 
Miz (YzEEe[ey 
。152 。 


所 以 TrELTa, BYzGEPa BD), BITIHMH, Wm PER ETa, $1, 
Ls[a, 的 )， 

现在 水 宇 的 共 纯 算 子 富国 EL[ 有 3 唯一 的 yEL?ig, 
6 ,使 得 


Cf) = HT = (7z)(Cs)y(s)as 
(aca)( | Ks, z(t) dt jas 
= | zf Kes, OyCs)ds Yt 
= as | Kt, sy Yds (YzEEP[ai) 


所 以 29F 可 以 由 函数 | KK(4，s)y(t)dt ==g(s) 来 表示 、， 于 是 ， 如 
果 把 了 与 # 视 为 同 …, 把 J"f 与 9 视 为 同一 , 则 于 * 可 以 写成 

(rrg)(s)=| KO, SJ)at 《YEELe b= LLa, bl). 
证 毕 . 


习 题 7.5 


1. 证 柄 ; 任何 有 限 维 赋 落 线性 空间 都 是 自 反 的 . 
23. 证 古 : 无 限 维 赋 范 线性 空间 的 上 庆 转 空间 是 元 限 维 航 ， 
3. 证明; Banach 空间 互利 反 的 充 要 条 件 基 其 "让 反 . 
*4， 证 明 ; ela, 全 是 不 让 太 的 ， 
5. 设 玉 是 赋 范 线性 空间 ， + 是 下 到 芋 ** 的 自然 机 入 野 射 ， 网 +( 芋 } 是 
芒 "* 的 角子 室 间 内 站 是 完备 的 . 


1 


6 设 于 是 Banach 空间 ，fz} 是 不 中 的 点 列 . 如果 YJEK*+， 首 ，|7(za)1 


=1 


一 十 co, 则 必 有 正 数 开 ,使 YfEX*， 有 这 fn) |[ 安 于 | 有 


n=l 
?. 设 了 是 Banach 空间 ，{x;} 是 至 中 的 点 齐 ， 证 天 下 列 三 件 囊 徙 此 
+ 138 + 


加: 生 : : 


Am 


CD VY 这 yf 了 frni i 牙 鼓 ; 


及 二 1 


2) 省 汪 0, 醒 对 - 翅 自 然 数 冰 以 及 任意 的 z, 一 十 1 有 


a 入 “ 
> eT 


中 下 三 ] 
(3) 开 汪 0， 合 对 尾音 的 -- 申 自然 数 生 < 和 之 司 王 Ri{ 这 和 上 也 是 生意 
的 自然 孝 , 有 


< 


了 : 
[3 [< 
于 一 
8， 设 .1 是 Banach 空间 所 的 共 轿 空间 天 ”中 的 点 列 . 则 YzeX， 


瑟 1|1 (0 | 收 敲 叶 YFEX**， | 记 (f。) 1 收效 ， 


n=1 1 

9 六 五 ， 了 是 Banach 空 记 了 是 瑟 到 了 的 线性 算 了 ， 如 果 YpEF*， 
yi2z) 是 各 上 的 连续 线性 衫 亲 ， 则 全 E 员 (了 ). 

10， 设 各 是 Banach 罕 间 , {7,] 忆 已 ， 如 果 YFEXY, ifFfza) 是 有 办 的 ,证 
明科 2z, 们 是 有 内 的 . 

11、 设 时 和 了 是 Banach 如 间 ,TE 络 ( 尺 ,了 )，# 二 1,2,"…， 证 明 下 列 宇 
件 率 等 价 : 

C1) 下 全 性 是 有 界 的 . 

(2) YE 证 了 ,xz 有 是 有 界 的 ， 

(3) YzEE，YIET To 上 是 有 办 的 ， 

12, 在 于 中 定 交 第 子 


， Fe x 
Ty ap Ta (2 a RR 下 


证 衣 人 EE 吉 以 生 其 求 卫 
13， 企 1a 口 委 ?< 十 ee 中 定 艾 算 子 
人 
征明 了 生生 中 1 涯 求 了 
14， 役 瑟 ， 王 是 冉 范 线性 室 轩 ， 略 和 12 2 到 (的 ， 如 果 


[一 人 0 一 cciy 则 上 2 一生 各 -由 ->co)、 


57.6 强 收 雍和 弱 询 紧 性 

7.8.1 担子 融和 的 一 辫 , 强 , 强 收 全 

三 经 典 分 析 中 ， 关 于 国 数 序 列 的 收 和 化 性 常常 贞 到 的 是 处 处 收 
效 和 -- 致 疏 敏 的 概念 ， 由 于 所 考察 的 问题 的 稍 娄 ， 不 辣 的 场合 采 
用 不 同 的 收 雍 概念 ， 对 于 算 子 序列 ， 汇 和 伺 于 前 数 序 列 的 一 加 收 化 
和 处 处 下 证 ,也 常常 用 到 下 面 几 种 形式 的 收 盆 条. 

定 兴 7.8.1 设 苹 、 了 都 是 赋 范 线性 宣 ， 革 (ii 二 1,23,*')， 

EHX,Y). 

(IT 如果 反 ,一 了 1 一 00n 王 200, 并 各 了】 按 算 子 范 数 上 收 化 十 
7， 或 称 过) 一致 族 效 于 了 记 作 工 ， > 了 这 时 了 了 称 作 i171 的 一 数 
极限 . 

《2) 如果 zEX, |{ 守 一 全 )x 玉 052 斑 00), 则 称 4T 强 收 钱 十 


多 , 记 作 和 -一 下， 这 时 生 称 作 人 的 强 极 限 . 
(3) 如 果 YzEX, yfeFs, 袖 有 FToz)->JPz)(a->co)， 出 夭 


(1} 辟 收 禹 于 罗 记 作 束 - 滞 T。 这 时 于 称 作 人 Tw) 的 弱 摄 限 . 

注 1 上 述 极 限 若 存在 必 瞧 -~. 甘 中 一 至 机 了 和 强 棚 限 的 瞧 一 

是 显 羽 的 ,更 证 时 级 级 限 也是 瞧 - 一 的 事实 上 , 设 TT,T' 亿 多 ( 工 ， 

Y) 都 是 1 全 有 殉 ( 碟 瑟 的 虹 极 限 , 由 于 YE YFETY， 

FT) zf TE) n>00), FTaz) =PT'x) (n>00), 
从 而 了 P32) 一 了 OT 和 2), 即 了 CPTzx 一 Tiz)=0， 由 此 可 知 Tx 一 T'x=8 
{如果 (了 一 了 小 x 闫 9, 根据 泛 医 延 打 定理 区 推论 7, 2. 6, 必 有 jbEY*， 
使 得 JCP 一 了 DY2) 一 OT 一 Pr. 所 以 Tz-TD'r( Vat xX), 
即 下 = 用/， 

注 2 ，. 殖 收 北 蕴含 强 收 总 ， 强 收 化 蕴含 虹 收 筑 ， 这 由 上 述 
定 浆 可 六 加 办 筑 ， 民 反 过 来 都 不 对 ， 


* To 


例 1 ( 强 必 化 而 不 一 煞 收 雍 ) 在 玉 中 和 作 “ 左 移 ” 咎 于 
TX= (Koy ra) {Vr= {Fy Tas EL), 
令 乞 ,一 Y 便 有 有 
时) 
累 然 IT CC 魏 0)，1Ti 强 收 化 于 98( 零 算 子 ) 
事实 上 ,Yr 二 (有 
[r=( BL lal :0 (we->oo)， 


即 T, 一。6， 但 好) 不一致 收 伍 于 4 
于 实 上 , 令 eo= (C645 一 儿 并 中 6 一同 各 0 
ea 一 1 (n=1,2，"), 并且 人 ner41 王 821, 从 而 
[PTen d=1 《1T2 
国 此 1 小 不 一 数 收 敏 于 六 
例 2 (名 收 人 钱 市 不 强 收 化 )” 在 上 中 作 “ 右 移 " 算 子 
Tr= (0, zy Ty) (Yr= Ca To) EL)., 
令 了 = 了 "使 有 
Tx O00, Ow Tr) (Va= (8, Te") ER), 


如 


显 状 47 小 所 殉 生 个， HITrh= trl (YrEr?, R= 1,2,.), 从 而 
地 小 不 强 收 总 于 8， 得 是 Yf= (EQD)*=[?， VYz= (2 
zs，…) El?， 有 


4 
mn 


FD | | ge 
=1 
<(2 ysl ) a |>0 (n>00), 


中 下 在 了 


定理 7.8.1 设 下 ,了 是 Banach 安 刘 , {7T,} CT, YF), iT,} 
强 收 但 于 荣 个 TE 才 ( 革 ,了 ) 的 充 雪 条 件 是 

C1) 41T 由 有 界 , 即 有 谋 汪 9, 使 IT 人 一 1,2,"…); 

(2) 存在 汉中 的 笛 密 集 D, 能 YxED, i 了 ,x) 收 病 ， 

证 明 “>”":， (1) 由 共鸣 定理 得 出 , (2) 是 显然 的 . 

“a? YrEX, Ye >0, 由 于 态 二 区, 所 以 31 所 DD, 使 得 


zz <a | 
由 于 {222z7 是 收 项 揭 , 所 以 3 口 然 数 六 使 雪 六 一 时 ， 
IT Te < 
从 而 当 #, 名 宇 入 时， 
| 
AT tT I + 
所 以 {T,X 是 Banach 宇 间 于 中 的 基本 列 , 于 是 3 扩 二 ， 使 得 lim 了 Tz 


一 #， 作 三 ->7 的 算 了 全 如 下 : 
Tr—y= limT,r CVEX). 


显然 四 是 线性 算 子 ， 并 且 
ITz) = Biml 人 Jim | 下 CE 


从 而 TE (了 ), HITi < lim; :人 |， 证 上 硬 . 


注 定理 7.6. 1 的 充分 性 可 以 不要 求 坟 的 完备 性 ， 必要 性 可 
以 不 要 求 了 的 完备 性 . 


7.6.2 泛 国 列 的 " 蚤 收敛 与 向 量 列 的 弦 收 笋 
定义 7.6.2 设 二 是 碱 范 线性 空间 ， 瑟 * 中 的 点 列 :了 称 为 
: IS2* 


* 骑 收 租 上 于 失 工 *， 是 指 YzEX, 均 有 
limf (x)=). 


记 作 ff， 这 时 于 称 作 {f,} 的 * 强 极限 ， 

注 1 如 果 把 了 * 中 的 点 列 看 成 乡 (X, 区) 中 的 算 子 列 , 则 算 子 
列 的 强 收 竹 和 弱 收 敛 都 相当 于 证 函 列 的 * 现 收 仇 . 根据 定义 7. 6. 1 
的 注 1 泛 函 列 的 * 弱 极限 若 存在 也 必 叭 一 . 

注 2 今后 为 了 与 * 弱 收 伍 作对 照 ,我 们 把 生 * 中 点 列 的 依 范 数 
收 总 也 称 为 强 收敛 ， 显 然 X* 中 点 多 的 强 收 敛 葡 含 * 册 收敛 , 但 反 
之 不 然 

例 3 (+* 弱 收 伍 而 不 强 收 黎 ) 作 4 上 的 泛 国 列 

f(t)=é (Ve= (6 Ga, Er) ELD). 

居然 {f CC 生 有 f=1C4 二 1,2,…) ,从而 tf 不 强 收 化 于 


(1 堆 江 国 )， 忆 是 YzEel?， limfa(z)= 0, 因此 了 “ 噶 0, 


如 果 把 定理 ?7.6.1 中 的 Banach 宗 间 了 改 为 Banach 窜 间 必 ， 
就 立即 得 到 

定理 7.6.2 设 开 是 Banach 空间 ，{f} 己 X*。，{fn}* 弱 收 敏 
于 某 个 fE 节 * 的 充 要 条 件 是 

(1) ilfs 由 有 界 ; 

(2) 存在 人 中 的 黎 密 集 D, 使 得 YzeD, {f(z 站 收 训 . 

注 定理 7.6.2 的 充分 性 可 以 不 要 求 革 的 完备 性 ， 此 处， 由 
定理 7 了 .8.1 充分 性 的 证 明和 结果 知 , 在 芒 * 中 的 点 列 二 ,}"' 蝇 收 钱 于 
了 剧 1 有 im 


定 尽 7.6.3 设 六 是 赋 范 线性 空间 ， 半 中 的 点 列 {7s} 称 为 加 
收 人 证 于 XxSE 革 ,是 指 YfE 四 *, 均 有 
limf (zs) =f(2). 


了 竹子 


划 作 加 -全 xz。 这 时 半 丈 作 {z) 的 蔓 朋 陵 . 

注 1 出 于 可 视 为 子 ** 的 子 空间 ,从 而 {zc} 作为 中 的 点 
列强 收 化 于 x 天 "也 可 以 说 是 “fz,} 作 为 久 ** 中 的 点 列 * 册 收敛 二 
zEXsy"。 因 此 开 中 点 列 的 弱 航 限 若 存在 也 必然 是 唯一 的 ， 

注 2 由 于 不 * 也 是 赋 范 线性 空间 ， 自然 忒 + 中 的 点 列 也 鹏 
收 化 的 概 会 ， 叉 由 于 芒 CX**, 因 此 ,不 * 中 点 列 的 弱 收 敛 蓝 含 * 弱 
收 第 ,而 生 当 了 是 自 反 空间 时 ,下 “中 点 列 的 弱 收 化 与 * 弱 收 化 等 挤 ， 

注 3 今后 为 了 与 弱 收 敏 作对 有 照 ， 我 们 把 他 中 点 列 的 依 范 数 


ee ee ep 


nr 


则 ii 三 开 一 二 co 了 时 ， 互 中 点 列 的 强 收 级 与 红 收 化 等 价 (征明 留 为 习 
题 ?， 当 而 王 蕊 = 十 ee 时 ， 瑟 中 点 列 的 弱 收 线 来 必 是 强 收 就 (风干 
面 例 4- 

例 4 ( 弱 收 敦 而 不 强 收 熟 ) 在 ?中 到 点 到 te (其 中 en 的 
取 法 问 丰 节 例 切 ，YTF= (ga 人 


Fr) 一 了 pg (Vr= {2 7a, EL), 
3 


特别 
了 [en 一 加 (是 一 二 和) 


从 而 limf (es) =0 即 e。 一 > 96， 但 由 于 Jes=1(n 一 1 2) 


因此 tes} 不 强 收 敛 干 9. 

由 定义 7.6.3 的 注 1 和 定理 7. 6. 2 可 以 得 到 

定理 7.6. 3 设 X 是 赋 范 线性 空间 ，1z,) CXY, rEX, {zx} 蚤 
收效 于 > 的 充 要 素 件 是 

Q) {ee 上 有 界 ; 

(2) 存在 X* 中 的 多 密集 D， 使 得 YfED， 均 有 limf(z,) = 


"jG4+ 


了 YY. 
注 若 赋 范 线 性 空间 于 ( 玉 关 {办} 中 的 扎 列 人,) 垃 收 煞 于 2 三 
— {60}, Wak < lim zd). 


事实 上 , 根据 泛 滑 延 配 定 理 的 推论 7,2, ,3fE*， 使 得 并 ) 
1]z1, 县 [fi 二 1 从 页 
lz = fr) = limi tr < limifllzl = lm jimizaj， 证 毕 . 


为 了 介绍 下 面 的 写 环 , 我们 和 完 介绍 一 些 概念 ， 
设 臣 是 线性 空间 ,1 ?1， 0 Th， 230 Ts 是 2 Tas "sy 


za 的 是 组 合 ， 如 时 000in 1 0,1]， 并 HS =1. 


#1 

设 4CCX, 由 习题 6. 2 的 第 2 题 知 ,co (4) (4 的 西 包 ) 是 四 集 ， 
并 县 cof4) 就 是 4 中 有 限 个 元 画 的 凸 组 合 的 全 体 . 

设 卫 是 赋 范 线性 空 闻 , 4CC 入 ， 称 co(A) (4 的 屿 包 的 闭 包 ) 龙 
4 的 山大 包 ， 显 然 4 的 症 闲 包 就 是 包含 4 的 最 小 的 闲 屿 集 . 

定义 7.6.3 的 注 3 已 经 指出 ,在 无 限 缴 赚 范 线性 空间 中 ,点 春 
的 强 收 化 蔓 含 能 收 敏 , 但 反之 木然 ， 然 而 ， 如 果 z，- 二 rn 我们 
却 可 以 找 针 人 zh 的 凸 组 侣 序列， 使 其 强 收 敏 于 mm， 这 就 是 下 面 的 
定理 ， 

* 定 理 7,6.4 (Mazur) 设 支 是 栈 落 鳅 性 空 间 ，12 中 二 半 ， 
zu，z :yzo 则 必定 存在 由 {z 的 凸 绍 人 沪 成 的 一 个 点 列 


(am |= ,ZEFO Li ,2 Rs 


| i=1 
2 


使 其 强 收 得 于 ze， 
” THT * 


证 明 ”为 简 半 起 见 , 我 们 仪 就 是 实 空间 的 情形 进行 广 硼 , 令 
型 =coftzsj)， 则 对 是 下 中 的 一 全 闲 凸 集 ， 只 要 证 明 mE 开 就 可 
以 了 .假若 ze 人 EM, 根据 推论 7.2. 12, 3fEX* 及 aER, 使 得 
Frz)<a< fxo) (YrENM), 
从 而 
f(x) of (VnEN). 


这 与 二 -> 让 站 地 大 ， 国 此 tr 十 毕 ， 
从 定 星 了 .6.4 有 的 证 明 中 我 的 得 到 
推论 7.5.5 设 三 是 赋 范 线性 室 间 ， 1x,} 入 节 ，x0oE 瑟 如 时 


Tn -多 os 则 roEco( {ws} ), 


7.6.3 弱 列 紧 性 与 * 弱 列 紧 性 


定义 7.6.4 设立 是 赋 范 线性 空间 , 4 所 三 如 果 44 中 在 一 点 
列 都 含有 器 收 钱 的 子 列 ， 则 称 4 是 纶 列 紧 的 。 如 黑 芋 中 任 一 有 界 
集 都 是 胃 列 紧 的 ， 则 称 关 是 局 部 弱 列 紧 的 . 

显然 , 下 中 的 剂 紧 集 必 是 强 列 紧 的 , 但 反之 木然 . 

定 作 7.6.5 设 且 是 贼 范 线性 空间 ，4 必 ZX*。 如果 雪 中 任 一 
点 到 都 含有 * 台 收 钱 移 子 列 ， 则 称 生 是 * 加 列 标 的. 如果 了 * 中 全 
一 有 界 集 都 是 * 器 列 紧 的 ， 则 称 苇 * 是 局 部 "器 询 权 的 . 

显然 , 六 :中 的 别 紧 集 必 基 * 弱 到 紧 的 ,但 肥 之 不 然 ， 

定理 7.6.8 如 果 赋 范 线性 空间 是 吾 分 的 ， 则 廊 * 是 局 部 
* 需 列 紧 的 . 

证 明 设 4 是 斑 * 中 的 有 界 集 , {fs 是 霸 | 因为 
下 可 分 ， 所 以 天 中 有 可 数 的 稠密 工 集 {zey (21 2， 因为 
让 fa 了 有 界 ， 所 以 Lfatx} 是 省 界 数 到 ,天 | 册 可 从 1 中选 十 于 刘 
tf 使 得 1 站 受 数 , 交 因 为 {JAXz 人 也是 有 界 数 列 , 困 而 可 
"+ 


从 {7% 中 选 出 子 列 {RD}, 他 得 {ff 如 (Gz)} 收 分 ,依次 燃 推 ,由 归 绍 法 
可 以 得 到 { 访 } 的 可 数 个 子 列 {大 呈 全 ==12,…)， 其 中 全 吕 } 己 
{f 而 且 对 每 个 自然 数 和 数列 { 下 (ee fa) (re) 
小 是 收 禹 的 . 取 *“ 对 第 线 ” 序 列 {fF ， 则 工大 是 让 的 子 列 ， 
各 六 ”人 有 界 ,并 有 卫 对 每 个 自然 数 和 数列 

fz), fe (re), i fA rr), 
政 化 ， 芭 因 为 {2.} (= 1,2,*…) 在 芯 中 称 密 ， 报 据 定理 7.6.2 及 


其 注 , 4fEX*, 使 得 fm -至 ，f， 证 毕 . 
注 “ 可 分 赋 范 线性 空间 了 的 夫 示 空 间 蕊 * 的 单位 闭 球 
Bo, 1) = EX*|IfFIAA1t 
是 * 弱 自 列 紧 的 ， 遇 B(9, 1) 中 任 一 点 列 必 含有 * 弱 收 化 于 B09, 1) 
中 一 点 的 子 列 ， 这 可 由 定理 7.6. 6 和 定理 7. 6. 2 的 注 立 即 推出 . 
为 了 证 明 自 反 空间 是 局 部 弱 列 紧 的 ， 我 们 光 给 出 一 个 引 理 ， 
引 理 7, 6.7(B.J. Pettis) ” 自 反 空间 也 的 闭 线 性 子 空间 碟 " 必 
是 自 反 空间 . 
证 明 要 证 球星 自尽 的 ， 呈 须 证 明 Yd* 人 Ei*, woE Ry, 
使 得 
xz) = 了 CCzo (YFfERD). C7.6. 1) 
YopEX*, gq 在 症 ， 上 的 限制 pix, 显然 是 X 上 的 连续 线性 证 
函 , 即 p|x,EX*, 且 
Rp | xl = sup i | ret] 去 sup eer) = pl. (7.6.2) 


由 平王 tw Us 
作证 *-> 广 ?的 算 子 

Ti:gmf =p lx, (VoEX*). 
显然 全 是 线性 算 子 , 且 由 (7.6. 3) 式 知 了 TE 各 ( 玉 *, 四 中， 根 据 定 型 
7. 5,3 的 (1)， 有 有 了 叭 … 的 T*E 入 (1 于 **)， 于 居 T+x?*EX**， 
由 于 革 是 由 友 移 ,所 以 3xoE 匡 ,使 得 


| 


Tao (Pp) PX) (YEPET*), (7. 6. 3) 
令 证 foo; 用 反 证 法 ， 如 果 jo 证 一 于 ,， 由 莹 。 是 蕊 的 闭 线 
性 子 空 间 知 p (zo, 六 0) 二 #0， 根据 这 国 延 拓 定 理 的 推论 7. 2. 5 
39goEZ*, 使 得 potz) = 二 0CYzEXD), pol20) = 人 这 意 昧 着 FTGo 一 户 
一 由 从 而 
0 一 了 (了 一 子 Toe) = T*rt po) = polro) 一 人 人 0， 
这 是 不 可 能 的 ,因此 Eo 
最 后 证 明 * 也 适 台 (7.6. 1 事实 上 上 ，YTfEKX+， 根 据 攻 国 延 
拓 定 理 7.2.4,IJg9EX*, 使 得 Tq 二 1 二 gp|xo, 从 而 
ref) = TP) = A ) =) =flre). 证 毕 ， 
定理 7.6.8 由 反 空 间 玉 是 局 部 弱 列 紧 的 
证 明 有 
不 0 一 Span{zxals 则 瑟 。 是 王 的 闵 线 性 子 空间 , 日 素 。 可 分 〔 岗 
7.5.2 的 证 明 )， 由 3 引 理 7. 56.7 知 有 是 自 反 的 , 因而 忌 8t* 是 区 
的 , 再 由 定理 7.5,2 知 广 Y 也 是 可 分 的 ; 恨 据 定理 ?.6.6, 及 8* 是 
部 * 弱 列 紧 的 , 即 了 3* 中 的 任 一 有 界 点 列 必 含有 * 晶 收 化 的 二 列 
设 是 已 o 到 碟 i* 的 自然 嵌 人 映射 ,因为 1zo 是 瑟 s 中 的 有 田 
点 列 , 从 而 {rxw} 是 互让 中 的 有 界 点 天 ， 所 以 17x44} 有 子 列 {ron th 
* 光 收敛 二 了 YEE 囊 证。 出 于 于 "是 自 反 购 ， 因 而 jxzoc 支 o 使 得 rze 
二 +3*， 二 是 YE 有 
(Trp ff T2001) (Eh->00), 
亦 即 ffzs ,)->f(zo) (E>20). 
刹 下 的 是 要 证 明 
limp (les) =9{r0) (YoEX). 
事实 上 ,YopEAY 最 然 下 在 到 的 限制 更 [xc 所 而 


条 人) Px Fn) PIxo Lo PT) (FE->»00), 
= FF 


x, 证 毕 . 

注 ” 自 反 空 间 芋 的 单位 闭 志 BB 但 ,1 一 址 和民 古 和 中 委 二 是 弦 
自 短 罕 的 , 即 B68,1) 中 的 芷 一 起 到 必 含 有 哗 收 人 钱 于 B00,1) 中 一 
点 的 子 列 ， 这 可 由 定理 7. 6.8 和 定理 7.6.3 的 注 立 即 推 出 , 


习 题 7.6 
1. 设 瑟 是 赋 范 线性 空间 ， 屋 是 总 的 闲 线 性 子 空 间 ， 如 果 {fzjj 王 玉 。 


Ee - EE 
2- 证 明 : 空间 如 [ 和 中 点 浏 {zi} 噶 收 就 于 20E0TDgy 殷 洁 存在 正 煞 洒 , 使 
lx Wn=l, 2,.) ,Hf YELG, BT 都 有 Jimz。 (tt) = (tt), 


3. 试 在 C10, 中 作 一 个 弄 收 仇 但 不 强 收 雍 的 点 列 . 
4， 证明: Lr[a， 困 纪 之 $ 之 十 0) 中 点 列 fx,1 己 收 敦 和 于 mmEzarae， 拉 全 
zs 有 界 , 并 [LY#tEEa, 51， . 
| 在 (syds—>| Xf{sjds (R00). 


8， 证明: 古代 二 芝 十 co 中 点 列 { 相 一 0 0) 习 收 误 于 和 一 
全 5 #9 "El? 合生 在 正 数 对 使 |xol| 夺 隆 t 二 1，2，…)， 并 有 lim 61" ~ 
(二 1 

6.， 证 嚼 ;在 何 有 限 维 赋 范 线性 空间 中 点 列 的 弱 收 评 与 强 收 癌 等 价 . 

*?， 证 明 : LX 中 点 列 的 弱 襄 与 强 收 误 每 价 . 

8， 害 信 运 人 是 同 范 线性 空间 ， 打 ,是 下 :中 一 点 列 ， 旭 果 YzxE 入 ， 
{fC} 收 雍 , 济 称 {f 5 为" 开 基 本 列 ， 和 如果 匡 * 中 的 任何 * 吗 上 人 本 到 部 "器 收 
敏 于 互 " 中 一 点 ， 则 称 下 "是 * 能 序列 完 费 的， 同样 , 谈 {1z 是 到 中 的 点 列 ， 如 
时 YIEX*, 地 fs)} 是 收 丝 的 , 则 称 {zsl 为 绒 此 本 列 ， 如 此 工 中 的 年 何 弱 基 本 
列 都 菜 收 敏 于 互 中 一 点 , 则 称 玉 是 习 序 列 完 备 的 . 

证 明 ; 《1) 著 瑟 是 Banach 完 问 ， 岩 瑟 * 是 * 虹 序列 完 乔 的 ， (33 车 总 是 
自 反 空间 , 则 苇 是 弱 序 列 党 备 的 ， 

3，。 定 站 设 革 ,了 是 两 个 克 范 线性 空间 , {TT} 记 天 1 让 ,了 }， 如 果 YzE 到 ， 
W/E, (fT, 中 为 基本 数列 ， 则 砍 合 a) 为 器 基本 天 织 归 名 沼 ! 革 ,也 中 的 任 


-err 


a 


证 明 ; 设 民 古 Banach 室 间 ,了 是 赋 范 线性 池 问 。 更 :下 导 完备 始 匡 送 
弱 序 列 完 备 的 ， 

t0， 证明: 在 自 友 的 夺 范 线性 空间 中 ， 集 合 的 弱 列 紧 性 与 有 界 性 其 等 
价 的 . . 
11. 证 明 ; 研 范 线性 空间 芒 中 的 痕 西 集 基 弱 闭 的 ; 即 若 导 是 下 的 闭 曲 集 ， 


{fs}CCH, Bi, 锚 ， zo 出 zoe 
]3， 定 灸 设 于 是 转 范 线性 空间 ,DC 下 ,了 :DD-x 民 是 卫 上 的 渗 匡 ，2zED., 


弱 
丈 了 在 > 处 是 弱 下 半 韦 续 的 ， 如 果 YfzsCD， zs 一 > x， 都 有 f (x) Slim 


EH 
Fiz 由 称 了 在 2 处 是 纶 上 半 巡 续 的 ;如果 Y Iz 二 Dz 一 XY 都 有 fT0) 汪 


Ee mermt 


Himf (x,); 和 如果 了 在 x 处 既是 强 下 半 连 续 的 ， 也 是 弱 上 半 连 续 的 ， 就 称 了 在 
之 处 是 弱 连 续 的 。 如 果 了 于 在 也 中 每 一 点 都 是 弱 连 续 { 弱 下 半 连 续 ， 弱 上 半 连 

证 明 ; 设 下 是 自 反 空 间 ， 末 是 中 的 有 界 闲 吓 集 ，f: -> 及 为 弱 连 续 攻 
前 ; 则 了 在 守 上 必 述 到 最 大 值 和 晤 小 慎 . 

13. 设 世 是 同 范 线性 空间 ,并 是 生 中 茵 到 紧 员 闭 集 , :并 一 及 为 弱 下 半 
连续 旋 国 , 则 了 3 是， 使 笠 下 = inf PT). 

14， 设 匡 是 自 反 窑 间 ,于 是 下 中 的 非 空 间 两 集 , 则 xu 型, 使 得 

Lzoll =inf {zll! re MM}. 


第 八 章 ”内 积 空 间 和 Hilbert 空间 


Hilbert 空间 是 有 限 维 欧 儿 里 得 空间 的 直接 推广 , 其 基本 特征 
是 在 线性 空间 中 引 人 了 “内 积 ”， 并 由 此 在 空间 中 建立 起 了 相应 的 
几何 学. 

Hilbert 空间 的 理论 是 泛 函 分 析 中 成 熟 最 早 的 部 分 , 它 在 分 析 
数学 中 有 很 重要 的 地 位 和 广泛 的 应 用 ， 

本 章 介绍 内 积 空间 和 Hilbert 空间 的 基 本 概念 、 性 质 以 及 几 
类 重要 的 线性 算 了 . 


§ 8.1 内 积 空间 的 基本 概念 和 性 质 
8. 1,1 内 积 室 间 的 定 丸 及 特征 
不 论 是 复 或 实 的 % 缕 哆 几 里 得 空间 都 有 一 -个 特点 ， 在 其 中 定 
半 了 同 苇 的 内 积 ， 并 且 一 启 量 的 范 数 之 平方 竺 于 该 向量 与 它 自封 
的 内 积 ， 详 细 地 说 , 设 R* 是 复 ( 或 实 ) 的 欧 几 里 得 空间 ， 对 于 BR” 
中 任 章 两 个 向 显 z= (xz1 zs i ;3) » 规定 内 积 
《z, 妨 是 如 下 的 复 ( 或 实 ) 数 


(2 #¥) 一 Ey #1 本 部 2 区 3 ts 
其 中 多 才 示 纺 的 共 镀 复数 ， 最 然 , 这 群 定义 的 内 积 (,，.) 具有 下 


述 性 质 : 

(1} (rE0 (VzERD), Hs,2) =0Sr= 

(2) zDD=Y2) (Vr, yER'); 

{3) 《es 十 站 2 —oa(z,2) HB 2) CVx,y, ER", Va, HE 
K). 

现在 , 我 们 特 * 维 欧 几 于 得 空间 的 “内 积 ” 这 个 概念 抽象 出 来 
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移植 到 一 般 的 线性 空 千 中 法 ,就 得 到 内 入 空间 的 科 念 . 

定义 1.1 设 苹 是 苔 土 的 线性 空 浏 ， 黎 放晴 忆 ，-): 革 关 营 
一 区 是 六 中 的 一 个 由 积 , 是 指 它 满足 : 

(1) 正定 性 〔z, 季 芋 和 (YaxEXY), 有 (x, 2) 一 站 下 一 有 

(2) 兴 圈 对 称 性 (2,D= ,2 (Vr, yEX);} 

(3) 对 第 一 变 元 级 性 (az 十 Py, 2) 二 (2 2) 十 (3,2) (Vz, 
区 三 Ve, BERK). 

有 具 有 内 积 (,-)》 的 复 《 或 实 ) 的 线性 空间 并 称 为 复 (或 实 } 的 内 
积 空间 , 记 作 (人 0， 或 简 记 作 六 

由 内 税 的 条 件 (2).(3) 可 以 得 到 下 列 事实 : 

1” 内 积 (',-)} 对 于 第 二 个 变 元 是 其 鲁 线性 的 ， 即 Yx，#, < 
于 , Ya, BEK, 有 

(rx, oy + Bz) 一 而 (2 #) -FSF 2). 
事实 上 ，(z, egy 十 Ba) = (Cay + pa, =aly, 2) + P(e, 2) 
二 总 (x, 锥 十 (2, 2)， 

2° x,0) C=, 7 =0 (VrEX). 

显然 ,当世 为 灾 空 闻 时 ,条件 (2) 成 为 (2, 纺 一 9,2?) {对 称 性 )， 
并 且 内 积 对 第 二 个 变 元 也 是 线性 的 . 

注 “ 本 章 凡 说 要 内 积 空 间 , 而 未 指明 是 “和 揽 "的 或 “ 实 的 时 ， 均 


假定 是 复 空间 ， 
定理 和 I.I 设 (天 (7 是 内 积 空间 , 令 
ris= ,2 (YEX), 《8. 1. 1) 
则 1 .1 是 X 上 的 范 数 . 


证 明 ”显然 | 满足 范 数 的 条 件 (1) (2)、(4) (更 定义 6. 2. 2)， 
只 顷 再 证 | -上 满 是 范 数 的 条 件 (3) .为 此 , 先 证 明 Schwarz 不 等 式 
[Cz, 9) [lllyl CYa, yEX). (8. 1. 2) 
事实 上 , 对 任何 复数 4, 都 有 
ss 


站 < (tf Ay, tA) 

= (FE) TA + AC 1) 1A, y). (8. 1. 3) 
当 #= 和 时 , (8. 1. 2) 显 然 成 立 ， 现 设 天 9, 令 4 一 人 的， 代 人 
(8. 1. 3) , 得 到 


(| 
《3 了) a 的 站 


天! 
[CD | A (yf, #0). 
上 和 式 两 边 开 平方 就 得 到 不 等 陈 (8.1. 2)， 
现在 证 明 1' | 满 是 范 数 的 条 件 (3)}，Yx, ET 在 (8.1. 3 中 取 
4 一 1, 得 到 
{rio = rl:+2Recs, y) Tiy! 
< rh +2) {r, #) | -+ yl? 
Ea 
= jr 2peh Ey yk 
= (jzf+ 1gh)’, 
所 以 Ez 二 9， 证 毕 ， 

我 们 称 (8. 开 1) 式 所 定义 的 范 数 | ij 是 由 于 中 的 内 积 (，) 导 
出 的 范 数 ， 再 比 ， 办 积 空间 接 其 内 积 导 岂 的 范 数 成 为 赋 范 线性 空 
间 ， 专 后 几 说 内 积 空间 上 的 范 数 均 指 其 内 积 导 出 的 范 数 ， 并 在 此 
章 尽 下 我 们 说 肉 积 空 间 是 颈 范 线性 空间 。 内 积 空间 上 的 收效 、 极 
限 等 概念 ,通常 都 是 按 共 内 积 导 出 的 范 数 而 言 ， 

定理 8.1.2 设 ( 节 ，(，)) 是 内 舱 空 间 , 财 内 入 全 ，) 按 范 数 
.有 是 下 x 世上 的 连续 匡 数 ， 

证 明 YYzr oCX, 设 {fs} {nj C 忆 高， 则 个 直 有 
办 ,十 基 | 


" F738 


| zs -— Cx, Y) | 
rn 5) — Cz, Yn) | +t {Cr, 0) — C7, WD 
= | 2 一 2 2 十 12 的 一 的 | 
一 人 一 下 -> (2>co)， 证 毕 ， 
定义 8.1.2 如 果 欠 积 空间 玉 按 其 内 积 导 出 的 范 数 是 完备 的 
典范 线性 空间 ， 则 称 节 是 Hilbert 空间 . 
例 1 和 维 欧 几时 得 空间 RBR* Yr= (ga YY 
yay **°, yr ER", 人 


(zDD = DL (8. 1. 4) 


则 ;小 是 性 * 中 的 内 积 , 并且 由 此 内 积 ,*》 导出 的 范 数 就 是 欧 
儿 里 得 范 数 ,因此 六 * 十 一 个 Hilbert 沦 涪 . 
例 2 空间 上 全 {Tis 一 (2 Ee, 出 于 


la ‘12 


Elon (Bie) (Bi) <+oo, 


所 这 > x9 绝对 驳 钥 ， 令 


t=1 
(这 ， 级 一 SFr {8, i, 5) 
{1 


易 知 (`，') 请 足 内 积 的 全 部 条 件 ,所 以 1 按 (8. 上 号 定 义 的 内 积 成 
为 内 积 空间 ， 又 因为 由 此 内 积 导 出 的 范 数 / 


“1 


tz = (x, x) 2 (D Iz) ) (Vr= (rr, *) EL) 


就 是 的 范 数 ,因此 二 按 (8.1. 5) 规定 的 内 积 成 为 Hiibert 空间 ， 
例 3 空间 本 (8) (8EZ,,Y 为 自然 数 ) YE (如 , 邻 
174* 


(x -| a (8. 1. 6) 


易 知 (.，') 满足 肉 积 的 爹 部 条 件 , 所 以 荆 :(B) 按 (8.1.6) 定义 的 内 
积 成 为 内 积 空间 ， 又 因为 由 内 积 (8.1. 的 导出 的 范 数 
和 = 人 本 赂 = 人 1z(C9D1 下 ) (Veerz (8)) 
就 是 (的 范 数 ,因此 (8) 按 (8.1.6) 定 父 的 内 积 是 Hilbert 
空 疗 ， 
下 面 讨论 内 积 空间 中 范 数 的 特征 . 
引 理 8.1.3 设 (X,(:,')) 是 内 积 空间 ，] -| 是 由 内 积 《*,*) 
导出 的 范 数 , 则 (.，') 与 满足 下 列 关 系 ; 
当世 是 实 空间 时 ， 
(X,Y) = TF atv? ley’) (Vx yER); (8.1.7) 
当下 是 复 空间 时 ， 
CH 
—2i]z- 781) (Vx YET). (8. 1, 8) 
{ 注 《8.1.7)、(8.1. 8) 称 为 极 化 恒等式 , ) 


一 


证 明 只 村 把 (3. 1. 让、(8,.1. 8 式 右 纺 的 范 数 用 内 积 表示 , 直 
接 计 算 即 可 得 到 这 两 个 等 式 ， 证 毕 . 

定理 8.1.4 为 了 在 于 范 线 性 空间 (X,1.1)) 中 引信 内 祝 (， 
:) 使 得 由 (:,*) 导 出 的 范 数 就 是 1 .上 必须 且 只 须 范 数 1. 1 满足 如 下 

EE 

证 明 “之 ?: 设 人 ,是 二 中 的 肉 积 , 诗 且 (zz 和 二 (CYx 
EC 及 ), 则 7Yz, 3E 开 ,有 
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fz 二 一 
=2{7, 2) 十 2 的 8) 
=2(|zl*+ rl). 

二 ”": 下 面 分 是 实 空 间 与 

复 空间 两 种 情 形 进 行 证 盟 . 
1” 当下 是 实 空 乌 时， 如 冬 
(*,*) 是 i 


1.3 和 到 人， 0 .J 满足 极 化 全 和 图 8.1.1 
式 (8. 1.7), 自然 应 该 令 
{x 及 一 下 (jz yl zy) Vz yeER),. (8,1.10) 
现在 证 明 (,') 是 及 中 的 内 积 ， 事 实 上 , 吕 然 有 
(x, tr) = lr 《EYE C8. 1. 11) 
和 . 
| Cy, 区 = {YY, 寺 ) cvs, 久生 二 ]， 
即 (-，.) 注 是 内 积 的 条 件 人 和 (27， 由 条 件 (8.1. 9 ?x, YZz 乞 六 ， 
有 有 
Cx, 2) 小 Cg, 2) = zt oe alt yt ya 


| ] 1 四 ， . 
sllziyt2al+he y+y 2 


一 和 一 区 
-A 
一 (3 ， 2 [8. 1. 12) 


在 (8,1.12)7 中 到 ?y-=4 得 到 
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(ay 2) =2 闻 ， 2) (8.1, 13) 
在 {8.1.13) 中 以 zg 代 z, 并 注意 到 (83.1 12), 得 到 


(z 十 及 2)=(z, 3) + (9, 2). 《8.1 14) 
由 (8. 1. 14) 易 知 对 任何 自然 数 风 有 
(RX, Y) = RCF, ¥). (8. 1. 15) 


事实 上 , 当 #8= 二 1 时， (8.1. 15) 最 然 成 立 ， 设 对 于 自然 数 7，(8.1. 
15}) 成 立 , 也 {8.1. 14) 得 到 
Cnft lz, =nrt a, yg) = (Rr, y) -HCA, Y) 
=R(x, ¥) 十 《zy 9) = (RT+1) tr, y), 
所 以 对 Bs 十 1，{8.1,15) 成 立 ， 由 数学 归纳 法 ， 对 任何 自然 数 z 


(8.1. 15) 成 立 ， 从 而 对 任何 正 有 型 数 二 (ww 为 自然 数 ), 出 (8.1 


15) 得 到 
各 1 Ei 1 
Ge)" 
= (72,8). (8. 1. 16) 
nt 

在 (8. 1. 14) 中 令 y= 一 *, 得 到 

{ 一 光 2)=— [7,2). CB. 1. 17) 
由 (8, 1. 16), (8. 1 17), 对 任何 有 理 数 7, 有 

(Cri ¥) 一 他 人 人 小- {8.1, 18) 


再 注意 到 外 (8.1. 10) 定 义 的 (x, 站 是 z,8 的 二 元 连续 阔 数 , 即 知 对 
任何 实效 &, 有 
(or, ¥) 一 区 人 7 3) (8,1.19) 
从 而 对 任何 实数 wx 月 及 Yz,9,zEX, 由 (8.1.14) 和 (8.1 19) 得 到 
(zd By, 2) = (ox, 2) + (Py, 2) =a(rs 2 十 用 (的 人。 
助 (.,. ) 满 足 内 积 的 条 件 (3)。 因 此 由 (8. 1 10) 定 义 的 (',-) 是 六 
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中 的 内 积 , 并 且 由 (8.1. 11) 知 道 由 (-， ) 导 出 的 范 数 就 是 上 |， 
2” 当 卫 是 复 空间 时 , 我们 受到 极 化 恒等式 (8. 1. 8) 的 启发 ， 
自然 应 谈 令 


Gz,9) = eto rgb tilz tigle— ile— igh) 


CYx, yeETRY. (8. 1, 20) 
现在 证 明 ( ?是 互 上 的 内 积 ， 事 实 上 , 由 (8. 1 20) 易 知 
(x,7)=|2r!* (YrxEX) (8. 1. 21) 


和 

(z, 8) = 72) (Ve,yEX). 
用 (:, *) 渍 中 内 积 的 条 件 (1) 和 (2). 用 类 似 于 1 的 方法 可 以 证 
明 ,Yz, yzE 瑟 ,有 


(zx 十 8， 名) 一 《人 加) 十 【加 2) (8. l. 22) 
及 由 (3.1.19) 知 对 任何 实数 x, 有 
《全 TY y= (8. 1. 23) 


并 且 由 (8. 1 20) 可 以 直接 验证 
(1x, 的 一 站 区) 

因此 对 任何 复数 &, (8. 1 23) 仍 成 立 ， 再 由 (8.1. 22) 就 知道 人， 
湾 是 内 积 的 条 件 (3)， 所 所 由 (8.1. 20) 定 哆 的“ 是 下 中 的 内 
积 , 并 且 由 (8.1. 21) 知 道 由 (导出 的 范 数 就 是 久 1、 证 毕 ， 

注 1 如 于 8.11 所 示 , 当 将 zy 视 为 R* 中 的 向 量 叶 , (8.1. 
9) 式 表示 “平行 四 边 形 商 对 角 线 长 度 的 平方 和 等 于 其 四 边 长 度 的 
平方 各 ,所 以 对 一 般 内 积 空间 , 等 式 (8. 1. 多 也 就 称 为 平行 四 边 形 
公式 ， 

注 2 定理 8.1.4 表 明 ， 平 行 四 边 形 公式 是 内 积 空间 中 范 数 
的 特征 .也 就 是 说 ， 赋 范 线 性 空间 成 为 肉 积 空间 的 充 轨 条 件 是 范 
数 福 是 平行 四 边 形 公 式 ， 由 此 可 知 ， 并 非 每 个 贱 范 线性 空间 者 可 
* 了 7 了 站 二 


以 成 为 内 积 空间 ， 例 如 赋 范 线性 空间 让 (P00)， 当 了 天 
时 ， 不 能 成 为 内 积 空 疗 . 事实 上 ， 取 了 一 【1， 1, 0， 0, 1 0], 一 1， 


0,0, EL, 出 jz 一 Ed 一 2 元 hz-tyl =]z—yi 二 2， 丰 而 


2 
lz+ yj?+ lz-—y| =84 (27) =2(zl +t sd) (Ip 
十 co, 7 了 2)， 证 毕 . 


8,1.2 正 变 与 正 交 分 解 


和 欧 儿 里 得 空间 一 样 , 对 内 积 空间 (和 ,(-，*)》 中 的 两 个 非 零 
向 量 x,y, 我 们 用 


_1| (x, Y) | 
lrl gl 


表示 它们 之 间 的 支 角 , 从 而 可 以 引信 7 与 # 正 交 (或 直 交 ) 的 概念 . 
定义 8.1.3 内 积 空间 (XX,(:,*)) 中 的 两 个 向 量 * 与 y 称 为 
正 奖 的 ， 是 指 


d= eos 


(x, #2) =0, 

记 作 xz Ly， 设 并 是 于 的 非 空 子 集 , XE， 若 YyE 关 ， 提 有 |， 
则 称 z 与 于 正 交 , 记 作 x* 上 于 . 设 于 ,六 是 王 的 两 个 非 堂 子 集 ， 者 
wzE 弄 ,YIEN 寻 有 za 则 称 虹 与 去 引 交 , 记 作 开 二 计 。 设 谋 是 
互 的 担 空 子 集 , 基 中 所 有 与 于 正 交 的 向 量 全 体 {xEXizL HUH} 称 为 

由 定义 8.1.3 可 以 得 到 

定理 8.1.5 设 (X,(,:)) 是 内 积 空间 , 对 是 了 的 非 空子 集 ， 
TY 

(1) 若 zLy, 则 

lz Fyl = jz + lay. (8. 1. 24) 

这 全 等 式 称 为 内 积 空 间 中 的 勾 股 定理 ， 
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(2) 藻 zyn=1,2,.…), yy x 

(3) 车 zz | 堪 , 册 | spanNi. 

(4) MC (CM). 

{5) 村 NN 有 Y! 二 2 或 们 . 

(6) M1: 是 苹 的 闭 线性 子 空间 , 且 M+ = (spanM)+. 

证 明 ” (1) 一 {5) 是 显然 的 .下面 证 骨 (6)， 先 证 闻 - 是 外 的 
闭 线性 子 空间 ， Yi X21 Ym EE 由 于 

{mz at 名 = ry, 2) ars £2) 0 (VaEM), 
所 以 GZ 十 asdsE 开 上， 即 王 - 是 在 的 线性 子 窒 间 ， 交 车 {2 村 忆 
+, zo 由 C2), Ys 有， 有 (x0;2) =0, 因 此 zoEMH1， 即 于- 是 
闲 集 . 

再 证 M+ = (span 半 )+， 央 为 对 Cspan 守 ， 所 以 和 + 这 
(span 肝 ) !， 另 一 方面 , YroS+, 由 (3), zo 上 spanM， 再 由 (2), xo 
|span 采 ， 从 而 joE (GP 并 可) 二 即 村 +C (span 民 )*。 峡 此 型 上 = 
(span 形 )+。， 证 毕 . 

下 闸 讨 论 内 积 空 间 中 向 量 的 “ 正 交 分 解 " 问 题 ， 我 们 先 介绍 变 
分 引 理 ， 

引 理 8. 1.6 【〈 变 外 引 理 ) 设 下 是 Hiibert 空间 ,以 是 外 的 
一 个 非 空 闸 凸 子 集 , 则 YzEX, 3 唯一 的 ET, 使 得 

lz—yol = p(x, M) infle— yl. 


证 明 ”不妨 设 p (zx, 型 ] = 4>0( 因 为 当 #=0 了 时， 结论 显然 成 
立 ) 则 必 有 一 点 列 您 :} 忌 翌 , 使 得 
] 3 2 -> (n> 00). 
这 笠 的 点 列 称 为 * 极 小 化 "点 列 ， 下 面 和 证 明 “ 概 小 化 "点 列 地 守 是 基 
本 列 ， 由 于 
| 
+ 了 入 器 = 


= ey) 
=2 (yz + lr— yl’) 一 4 EE 各 
2 二 ry dd n,n>00), 
所 以 a} 是 基本 到 ,由 芯 的 完 鲁 性 和 媒 的 闭 绪 知 习 jE 有 ， 使 得 因 
产 yo， 由 范 数 的 连续 性 ， 财 有 | 一 yo = limix 一 gl 二 4 
这 样 的 #6 是 歇 一 和 的， 如果 竹中 还 有 元 六， 使 得 jz 一 关 | 一 中 
拷 末 点 列 {os 六 ,Yo9*，,…} 显然 也 是 “ 极 小 化 ”点 列 ， 因 此 也 是 大 
本 列 , 从 而 yo 二 ¥*。， 证 毕 . 
变 分 引 理 是 队 积 空间 中 的 一 条 基本 引 理 ， 它 在 微分 方程 ， 现 
民 控 制 论 中 有 重要 的 应 用 . 
定理 8.1.7( 正 变 分 解 定理 ) 设 如 是 Hilbert 空间 六 的 一 个 
闭 线 性 子 室 间 , 则 YzE 天 ,存在 著 下 列 叭 一 的 正 交 分 解 : 
和 一 2 十 2 CE (8. 1. 25) 
证 明 YzEX, 由 二 下 是 入 的 闭 同 子 集 , 据 引 理 8. 1 6,3 礁 一 
的 zoENY, 使 得 jz 一 al pz 于), 记 4=p(z, 必 )， 现 在 证 明 x 一 
zo |] 民事 实 上 上 YEN 一 {YAE 有 ,oAyENC, 从 同 
de ra A = (ro — AY, FT— Ro-- Ay) 
=]z—zol— A zn DAY, 2— x 4 yh. 
把 上 式 称 项 并 注意 到 |z 一 zof = 得 到 
AZ 一 Tor WD -HAC 风 一 %0 Oo 14) yl a0. 


P< 


即 1 2 一 zo, 92)| 志 0. 从而 (一 Yo 
护 二 由 因此 x 一 20.|L 条 A 宁 3= 


可 是 村。 


J 一次; 国有 
f=20r (xoeN, rEMt;., 
此 和 外， 出 2 的 唯一 性 和 2 的 取 法 即 姑 分解 是 唯一 的 ， 证 毕 ， 
注 1 在 分 解 式 (8, 1 25) 中 ，zo 称 为 + 在 妹 上 的 { 止 殉 ) 找 且 
(参阅 图 8. 1. 2, 图 中 男 的 是 == 及" 的 情形 }. 
注 2 内 积 空 间 于 中 两 个 相互 正 变 的 线性 子 空 间 大 、 型 的 直 
接 和 称 为 正 交 和 ,并 记 为 工 生 形 ， 因 此 ,定理 8.1.7 的 结论 可 以 写 


Terr 


成 下 = 时 人 BM 


8.1.3 标准 正 交 系 


现在 我 们 把 欧 几 里 得 空 向 中 直角 坐标 系 的 概念 推广 到 一 般 的 
内 积 空 间 中 来 ， 

定义 8.1.4 设 字 是 内 积 空 间 区 中 的 一 族 非 零 向 量 ， 如 时 
家 中 任何 两 个 不 同 的 向 莉 都 正 交 ,， 就 称 裕 是 六 中 的 一 个 止 交 系 . 
如 果 正 交 系 完 中 矢 个 向 量 的 范 数 都 是 1, 就 称 家 是 标准 正 诡 系 . 

例 4 在 # 维 欧 几 里 得 空间 有 &" 中 , e:= {1,0,0,'*,0)，#4 二 
(0, 1100 ew 二 (0,0,…,1) 组 成 标准 正 交 系 . 


例 5 LT0, 2 om} (m=0, +1, 二 2， 


是 工 [0,2z] 中 的 一 个 标准 正 交 系 . 
例 6 2 中 的 元 素 列 ten} (其 中 oo= (0,0 -0,1,0,…)) (1 


站 一 荆 个 


二 1,83,…") 是 中 的 一 个 标准 正 交 系 . 
定义 8.1.5 设 实 是 肉 积 空间 X 中 的 标准 正 交 系 , xzC 芋 。 数 
集 
{C2, e) | ee} 
称 为 向 量 + 关 于 标准 正 交 系 的 Fourier 系数 集 而 数 (z, 6) 称 
。 182% . 
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为 基 汪 e 的 Fourjer 系数. 

引 理 8.1.8 设 fe,, es,…,e,】 是 内 积 空间 X 中 的 标 准 正 交 
系 , 并:- spanilels esy ry Bls YER, | zo-: pai eic 是 zz 在 对 
上 的 投影 ,而且 

|zo 一 Zl, ei) | 
lz— zof* = zl — {zol 
证 明 显然 , zo - pa e) eiEM, (to, 61) = (1, es) (i=1, 


2 从 而 

(CF po B10) = (rE) — {rn ei =0 (Ci=1,2,*, RN). 
河北 ,商量 x 一 z6 与 [84 ea ,64 正 交 ,所 以 x 一 Zo 于 训 加 是 
xz 在 计 上 的 投影 . 又 由 于 e em en 8 一 和 是 两 两 正 交 的， 由 定 
理 8.1.5 的 (1)， 


Neol ?= > | (x, er)es 全 一 > | (zx, ei) | 
i=] i=1 
Tx?=) (20) tro = 1s | rl 


一 和 一 0 用 十 之 | (re) |’, 


因此 ，lz 一 如 用 一 由 z 玫 一 全 (zy en 1 证 毕 . 
| 


推论 8.1.9 设 fe,,…, es} 是 内 积 空 间 蔷 中 的 标准 正 奖 系 , 则 
YazE 有 


Yr er) 1 | {8. 1. 26) 
i=1 


和 FT 


We i re 


推 沦 8.1.10 设 fe,…, es) 是 内 积 空 间 XX 中 的 乏 准 正 赤 水， 
z 守 汪 ， 则 对 尾 娩 驳 个 数 Wi Wes rs ns 
ee B; Eap 本 (8. 1, 27) 
‘1 | 
而 《8. 1 27) 成 为 等 式 的 亮 半 杂 件 是 Ci ES ei)s i=1) 2 "re 
证 明 ”由 二， 一 (oa 8iBi 在 了 在 又 一 Spanieilwe en 上 


的 投影 ， 所 以 


上 一 za 一 inf is 一 如 
YE 


只 要 取 Y= 0, 立即 得 到 (8. 1. 27)。 证 毕 . 
不 每 式 (8. 1.26) 称 为 Bessel 不 等 式 , 更 一 般 的 为 I 下 ; 


定理 8. 1. 11{Bessel 不 等 式 ) 设 实 二 {e;1AEA! 是 内 积 空间 

坟 中 的 闲 准 正 次 系 , 则 YarEXT yz 的 Fourier 系数 {tz, 8&4) | A 
中 泌 多 只 帝 可 数 个 不 为 零 而 且 迁 合 Bessel 不 等 式 : 

De, ed sl (8. 1. 28) 


证 明 ”如果 4 是 有 限 集 , 则 不 等 式 (3. 1. 28) 就 是 (8.1 26). 如 
果 -4 是 可 数 集 , 则 灾 是 由 一 列 元 te 所 组成 的 标准 正 交 系 ， 这 时 
对 任意 自然 数 (8. 1 26) 式 成 立 , 令 n->co, 就 得 到 (8. 1. 28) 式 ， 
现在 假设 4 是 不 可 数 集 ， 册 于 (8. 工 26) 式 成 立 ， 所 以 当 = 圈 
定时 , 对 每 个 自然 数 血 哇 中 使 1(z, e) | 之 二 的 向 量 e, 也 只 能 是 
有 限 个 ， 记 
Fe er ey) lp) 仆人 
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左 记 兖 = UF 可 见 沈 至 多 是 可 数 集 , 而 当 euG 多 一 多 时 ， (z， 
ey) 二 0， 国 此 
D101 = lIel 证 毕 . 


推论 8. 1.12 设 {es} (n= 二 1;2,…) 是 内 积 空间 于 中 的 标准 正 
交 系 , 则 YzEX, 必 有 lim (x, en) 一 0. 


证 明 ”由 定 开 8. 1. 11 知 圾 数 > | (z，en)1 收 伐 ， 由 此 可 得 
lim(z, es) =0， 证 毕 

注 推论 &8112 在 了 5027] 中 用 于 标准 正光 三 角 国 数 系 
( 见 例 5) 的 情况 下 ,就 是 Riemann-Lebesgue 引 理 . 

为 了 研究 Bessel 不等式 (8.1.28) 什 么 时 候 能 变 成 竺 式 ， 我们 
引入 下 面 的 概念 

宅 义 8.1,8 设 {e:jiEdi 是 内 和 窑 间 到 由 的 标准 正 殊 系 , 如 
玉 YzE 瑟 ,成立 下 列 巴 塞 传 汞 (Pafssval 这 式 

lz = ol, el (8, 1. 29) 


别称 正 交 系 {e:|4 4]} 在 天 中 是 完备 的 . 

Parseval 等 式 (8.1. 29) 称 为 上 英 于 实 == {feijE 4 的 完备 性 
公式 ， 这 个 公式 相当 于 勾 股 定理 的 推广 它 的 几何 意义 是 向 昌 的 
长 度 平方 等 于 关于 {e, 的 各 分 量 长 度 的 平方 和 

定 光 8.1.7 设 充 ={feil 许 作 是 内 积 空 间 中 的 标准 下 次 
系 , 2X， 级 数 之 ,(z， ei) ex 称 为 向 量 z 关于 殉 的 Fourier 级 数 (或 
Fourier 乱 开 谍 }， 当 ze， eu ex 时， 就 称 z 关于 下 可 以 展 
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开 成 Fourier 级 数 ( 这 时 ,展开 式 的 几何 意义 就 是 向 量 z 等 于 它 的 
各 分量 (zy e084 之). 

定理 8.1.13 设 守 = {el|4€: 才 是 内 积 空间 中 的 标准 正 交 
系 , 玉 一 spanF, 那 来 对 于 xcX, 下面 三 件 束 是 等 价 的 : 

(1) YE 好 . 


(2) Ez = 2 1 ed) 
| 
(3) $= (te) el 


证 明 (1) 一 (2) 用 Bessel 不 等 式 有 了 |(z,en) 1 和 <tzj* 如 


| 


果 Parseyal 壬 式 本 成 立 ， 则 必 存 在 正 数 使 得 
上 有 一 D(x, e)12 一 aa >> 


| 


这 就 是 说, 对 和 王 {fex|a4E4) 中 人 在意 有 限 个 向 量 ej，…，en， 出 引 理 
8. 1. 8, 


| 一 Y (Ts 21) 24 


一 和 和 一 人 | (ze 六 | Be. 


1 10, 六 出 得 到 6， en 的 任何 线性 组 合 与 的 距离 


都 不 小 于 ( 莹 内， 这 与 假设 zxE 有 了 矛盾， 其 


人 Pile, a 


Parseval 靠 式 成 下， 
(2)= (3) 好 果 是 有 限 集 tei， Cay "ss Ee 时 由 号 | 理 8.1, 3, 


2 Ti 
Sede | 一 人 位 一 六 ,| (ze (8,1.30) 
=1 i=1 


从 Bi 一 全 1 人 ei)129 立即 得 到 > Ss, eer. 当 实 蚌 无 限 


1 


nm TR 


集 时 ， 从 lz 上 = 这， | (2, EX ww 立 肝 知道 {tejjiE A Cw, eA! 旺 
多 是 可 数 集 ,不 妨 设 为 {8:1 二 1,2,…)}, 对 钙 何 自然 数 (8. 1 30) 
式 总 是 成 让， 由 假设 

BEEN SST 


外 安江 


因而 (8.1. 30) 的 右 端 , 当 x>co 时 趋 于 0 即 
tl (rx, Bi es l= 


这 就 是 说 x#= 这 (x,en)er= (7, es) ey. 
=1 


由 太志 


(3) 过 (1) 设 f= (Cz, ey)ers 所 以 z 或 是 灾 中 有 限 个 向 量 


的 线性 组 合 ， 或 是 完 中 有 限 个 向 量 线 性 组 合 的 极限 ， 即 YE 于， 
证 毕 

推论 8.1. 14 ”内 积 空间 并 中 标准 正 交 系 负 = {e;|4EA} 成 为 
完备 系 的 充 楼 条 件 是 下 面 四 个 中 的 任何 一 个 成 立 : 

(1) span 字 二 了 

(2) VYx 人 EE 看， t= D> (7, Je 


| 


(C3) VY, ET, 


(4,0) = DD) (x, ei) (9, eu 》， (8. 1 31) 


(4) (CCreEx08 定理 ) ”存在 工 中 的 稠密 集 D, 使 得 YzSD， 有 
zl:= S| (x, ex)| 2 (8. 1, 32) 
1 总 旭 


证 明 由 定理 8.1.13 知 , (1 2) 都 是 尽 成 为 完备 系 的 充 要 
让 TN 4 
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亲 件 . 
(3) 如 时 字 是 完备 的 , 则 由 定理 8. 1 13 各, Yr, gE 蕊 ， 
二 > (x, ex;)e,, # 一 之 (¥, E37 es. 


i es) | 一 人 (| 有 全。 


不 妨 设 {e,) 是 使 得 (+， en EV 或 Cy, e;) #0 的 EE 中 的 Ey, 全 体 . 
于 是 


slim Bl, Ei) Bi slim > ty,e ‘) es 


nT 


从 而 
(Cx, 的) = af > 
记 子 5 1= 


一 1im 之， Cz er) (¥, 2} ) 
Fl 


外 《和 er) ess > (¥, 21) + ) 


=》 (7, er) (¥, es ) 
t=1 


= > (x, ei1) (ge )- 


反之 , 设 公式 (人 3. 1. 31) 成 六 ,特别 取 =z 由 {8.1.31) 就 得 到 
zj: = |, end): CYxEX). 


轩 些 案 是 完备 的 ， 

(4) 必要 性 是 显然 的 ， 只 要 证 明 充 分 性 就 可 以 了 . 记 亲 二 
spaitzz, 由 假设 (8.1. 32), PCI, 叉 因 为 玉 是 闭 集 ,所 以 PCH 由 
假设 = 站 ,所 以 于 = 二 让 ,由 (1) 知 实 是 完备 的 .证 毕 ， 

注 等 式 (8. 1. 31) 也 称 为 ParsevaI 等 式 
* TH88 » 


定理 8.1.15 设 实 = {eil4E 分 是 内 宫室 间 访 中 的 标准 正 交 
楷 ， 时 一 中 所 呈 。VoE 如果 在 虹 上 有 投影 mm, 那 末 zo 就 是 xz 
的 Fourier 级 数 (7 ee， 如 果 开 是 Hilbert 空间 ， 那 末 5 


号 ，2 中 x, ei)e, 就 是 2 在 好 上 的 投影 . 


ET 


证 明 如 果 xEX, 区 在 隆 上 有 投影 ze 则 由 定理 8.1,13 知 
亦 0 一 他， fa Bi) ea 
又 困 为 xz 是 了 3 在 下 上 的 投影 ， 六 以 r— Xo| 村 ， 从 而 2 一 Xo ee 
CAEA), 即 (2,@;) 二 (zo 64)。， 这 样 便 得 到 
出 4 一 > Cy O23) Ba. 
当下 是 Hilbert 空间 时 ， 由 于 型 是 和 的 闭 线 性 子 空 闻 ， 由 定 
更 8.1.7, YE 及 ,zx 必 在 天 上 有 捞 影 , 从 而 在 亲 上 上 的 投影 砚 是 
2 (1, ei)ex 证 毕 . 


定理 8.1.16 (Riesz-Fischer) 设 灾 ={eiliE 作 是 Hil 


Sci 一 oo 的 一 族 数 , 那 末 必 有 唯一 的 EWM, 以 e 为 > 关于 


| 


e,(ASA) 的 Fourier 蘑 数 ,而 有 全 > 有 Fourier 展开 式 = eies. 


| 


证 明 当 穿 是 有 限 集 时 ,定理 居然 是 成 立 的 , 当 实 是 无 限 集 
时 ;因为 10l? 之 十 0 所 以 最 多 只 有 可 数 个 指标 4:5 4 一 Th， 


2,.… 小 ， 使 得 03 和 0， 分 别 改 记 es、ea 为 er，en 作 点 列 x 一 
祖 jciess 闭 末 ,对 十 < 
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2 
[| | 坦 二 十 


由 于 le ?< | 2—>0 (x, m=> co0), 因此 {zs} 是 
基本 列 .， 由 的 完备 性 各 并 的 闭 性 知 有 叭 一 的 xE 玉 ， 合 得 


limx; 二 Xx。 且 
天 于 


Ln | 
#£ 二 1 


A 
剩 下 的 是 要 证 明 6 二 (x, ei)(YAE.A4)， 剖 实 上 , YiEN， 


{Cr, 61) = lim(rs, 8) = Os. 
着 


而 当 eei(i=l, 2 时 因为 {z， ei 二 0, 记忆 


(x, e,) 一 lim(w,, a) 二 怕 一 Cg 


从 而 Y2Ed, 6 二 (zx,e1)。 证 毕 ， 

对 于 Hilbert 空间 上 给 定 的 正 交 系 帘 ， 如 果 它 不 完备 ， 是 否 
能 补充 一 些 向量 使 它 成 为 完备 的 ， 这 就 产生 了 正 交 系 的 完全 性 
答 念 . 

定义 8.18 设 实 是 内 积 空间 XX 中 的 标准 正 交 系 ， 如 果实 
{01 ,就 称 多 是 完全 的 ， 

由 定 多 可知, 灾 是 完全 的 ， 当 上 且 仅 当 在 忆 中 不 存在 与 完 正 训 
的 非 零 向 量 ， 也 就 是 说 正 交 系 多 已 经 不 能 再 扩大 了 , 即 实 是 六 
电极 大 的 标准 正 交 系 . 

定理 38.1.17 设 灾 =f{e,|A€ 人 是 内 积 空间 六 中 的 标准 还 交 
系 , 如 果 狗 是 完备 的 , 那 末 是 完全 的 . 如 果 蒜 是 Hiibert 空间 ， 
那 未 完全 的 标准 正 交 系 必定 是 完备 的 . 

证 明 “如果 灾 是 完备 的 , 据 推论 8. 1. 14, YxE 基 , 戌 立 
* 130 = 


sz Sz, er) es, 


记忆 省 

国 省, 如 果 4 过 ,必定 z= 上 所 以 家 是 完全 的 . 

上 反 过 来 , 如果 屯 是 Hilbert 空间 , 多 是 完全 的 , 记 六 二 span 祈 . 
出 推论 8.1. 14 知 , 只 须 证 明 形 王 和 .假若 开关 也 ， 据 定理 8.1.7 
的 注 2, 和 = 者 由 于 二 从 而 开 + 寺 人 ,所 以 , 灾 +: 一 (spanF) 一 侍 + 
六 {1, 这 与 字 的 完全 性 于 盾 ， 因 此 ,如 二 芋 ， 斌 上 毕 . 

定理 8.1.17 说 明了 在 Hilbert 空间 中 ,标准 正 有 系 的 完全 性 
和 完备 性 是 等 价 的 ， 在 一 般 的 内 积 空间 中 ， 完 备 标 准 正 交 系 一 
是 完全 的 , 亿 扩 之 不 然 { 请 见 例 7). . 

例 7? 和 在 荆 :[0,2x] 中 , 记 


i tr, VA NT NT NA VR’ 
区 记 


feost sint cos2f sin2t cosni sinné 


f(t) 1 二 (2 二 


据 Riesz-Fischer 定 刘 , JoED2[0,2x]， 令 Xo 二 span(FU {fo}), 
肛 


| co fo 才 - > (ocosEt 十 Brisingrt) EDN mp, ee, PEK,R= 2 
=1 


按照 5[0, 27] 的 线性 运算 及 内 积 ， Xo 是 一 个 内 积 空 间 ， 实 最 然 
是 X6 中 的 标准 正 痰 系 ， 家 在 ,中 是 完全 的 。 这 是 因为 如 傈 有 
jEXo, j 上 实 ， 那 末 出 不 0 的 定 史 ， 过 有 3 到 Oo Ce BE ES= 
2, 和 使 得 
TE)= oofolt) + > (or coskt + Bainkt). 
=1 


a jo， 


Cos nt 


取 ma 得 到 0= (he 时 -)= 虹 , 即 ==0, 国 此 


ftty= DS (arcoskt 二 Besin kt), 
k=1 


同 标 , 对 于 rn 二 #, 得 到 


即 = 记 二 0. 于是 1=9. 因此 家 在 半 o 中 站 党 全 的 ， 但 是 


2 
[fo 34 二 和 
此 一 二 
汪汪 时 ait ) 2 
| + | A 
1 中 - a 


所 以 天 关于 实 的 完备 以 公式 不 成 并 , 即 完 在 瑟 中 不 是 完备 的 ， 

因此 ， 确 实 有 这 样 的 内 积 空 间 ， 其 中 有 不 完备 的 完全 标准 正 
区 系 . 

一 全 内 积 空间 中 是 否 有 完全 的 标 礁 正 交 系 ， 为 了 回 管 这 个 向 
三 ,我们 给 出 店面 的 定理 ， 

定理 8.1.18 不 只 含 一 个 零 向 最 的 内 积 空间 苹 中 必 存 在 完 
全 标准 正 宏 系 . 

证明 ”因为 下 了 姑 19}, 所 以 正中 的 金 体 标准 正 交 系 信 包 含 关系 

构成 一 个 半 序 集 ,并 且 这 个 于 座 集 的 组 个 爹 序 子 代 有 上 确 界 ,就 号 
全 序 子 集中 所 有 和 集 之 并 集 , 由 Zorn 引 理 , 这 个 于 序 集 有 极 大 元 字 . 
我 们 来 证 明 : 极 大 元 家 就 是 蔷 的 论 人 金杯 雁 正 训 条 ， 因 藻 不 然 , 刚 


a 令 例 =FU ;让 局， 则 他 是 的 标 省 正 将 


和 了 全 


过 ,并且 实生 实 , 这 与 多 是 极 大 元 矛盾 ， 证 毕 ， 

由 定理 8. 1. 17 和 定理 8,1,18 可 立 肥 得 到 

推论 8.1. 19 不 只 售 一 个 零 向 量 的 Hilbert 空间 中 必 友 在 完 
各 标准 正 次 系 ， 

例 8 {es}({ 共 定 父 同 术 节 例 介 《32=1 2 是 六 中 的 完备 
标准 正 交 系 . z 

证 明 根据 例 6, {es} 是 六 中 的 标准 正 交 系 , 只 须 再 证 {ew} 是 
完备 的 ,因为 spanfes} 一 12( 见 定理 7. 3. 6 的 证 明 )》 据 推论 8. 1. 14， 
{ex} 是 完备 的 ， 证 毕 . 

类 似 地 可 证 73e" {3 一 0, 土 1, 土 2,…') 是 LT0,2zx]j 中 的 


完备 标 谁 正 严 系 ( 证 明 留 为 习 伙 ), 


8. 1.4 线性 无 关 向 量 勾 的 正 交 化 
在 Hilbert 空间 及 中 ; 利用 正 变 系 ， 可 以 还 速 作出 x&E 芝 关于 
标准 正 交 系 家 的 Eouiier 级 数 zm= > (zyei)ei 据 定 理 8. 1.15， 


wm 就 是 zx 在 好 一 Span 完 上 的 投影 ， 即 很 快 就 能 找到 达到 极 值 
infiz 一 引 的 向 量 ze， 如果 先 给 定 一 个 闭 线性 子 空 间 江 , 如 何 能 找 
出 张 成 于 的 正 交 系 实 呢 ? 这 节 中 将 提供 一 个 正 交 化 的 方法. 

引 理 8. 1 20(Gram-Schmidty 役 0= {91;923 84 … 直 是 内 积 
空间 卫 中 有 根 个 或 可 数 个 线性 无 闫 的 访 量 ， 那 未 必定 有 下 中 的 标 
准 正 交 系 二 {5yza ja ,使 得 对 于 每 个 自然 数 2( 注 当 G 内 
有 和信 个 向 最 时 ,要求 7 各 mW) ,名 是 下 ,jj 的 线性 组 合 ,is 也 是 
gg 9 的 乒 怪 盘 合 ， 这 种 及 除去 一 个 绝对 值 为 二 的 常数 四 
子 外 , 由 91;92，… 9; 完全 确定 ， 

证 明 我们 不妨 内 尖 虚 是 可 数 个 向 量 的 情况 。 利 用 数学 归 
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细 靶 ， 首 先 作 太 一 从 上 显然 ，spanfi)y 一 span{fgJ， 记 了 Wi 
spanf}， 出 于 名 EE， 据 引 惠 8.1.8，gs 在 潮 ! 上 有 投影 如一 


(gi bh) gz 9 记 抽 一 和， 旺 显然 ，{8， 


8 是 标准 焉 交 系 , 它 镀 是 引 理 的 要 求 ， 而且 
=$pan{g, 2} = spant{n, ha}. 
设 洲 足 引 理 要 求 的 标准 正 交 辣 量 票 令 ho 1} (8 之 3) 已 经 作 
好 而 
Ms-1==5pan{g, 9 °° #4_1} = Span{By, Bes es ha-1}s 
由 于 癌 全 里 ,1 据 引 理 8.1,8， 9 在 型 上 有 投影 mt= 


> (gu Ri),, nn sal 一 好 记 


t=1 


太一 Gn 
No — Tn. 


显然 ,是 ,93,9 的 线 往 组 合 ，95, 也 是 名, 5 的 线性 
组 合 , 而 且 { 玉 ;js ij 是 标准 正 资 系 , 即 二 ja 7 筑 足 3| 理 
前 诸 求 。 因此 由 归纳 法 可 作出 一 列 {Rb Fa aa …， 尾 其 吴 足 ?| 理 

如 果 ayas … 是 一 列 绝对 和信 为 1 的 数 ， 则 ci: 轴 ， oz … 仍 是 
标准 正 问 系 , 它 显 然 仍 满足 引 理 的 要 求 . 

另 一 方面 ， 邵 果 可 ,六 ,加 ，,… 是 满足 引 理 要 求 的 任 一 标准 正 交 
系 , 那 末 对 每 个 自然 数 mW， 

span{h’, hs, es hi} =3Ppan{h, Ra "rs Ba} = 

由 于 { 六 ip 训 sy 1 是 完备 室 间 型; 中 的 完 | 据 推论 


8, 1. 14, hn 一 5 ChE» i) Rr 六 因为 襄 | spantRi, Rs …， hs -1}, 而 
f=1 


span {ni, Ris "ey i -路 一 SpanTRly Ra, ** ,1} 二 里- 
了 史学 +* 


所 以 ,O58 二 0, 3 二 1,2, 73 一 1 收 加 二 (nyjo8a。 册 二 
工 一 二 Cs 下 RR) = | Ch ha) | 在。 = CB, Ra) {, 

因此 ,io 和 Bs 可 盖 一 个 绝对 值 为 1 的 常数 因子 .证 华 . 

例 9- 在 [一 1 了 中 , 渤 数 遍 名 (2) 二 六 (二 051,2,3,"…") 显 
然 是 线性 无 关 的 ， 因 此 可 以 将 {级} 用 Gram-Schmidt 方法 化 成 标 
准 正 变 有 的 {2 A Pa, ‘os 其 中 Rs 是 一 个 并 次 凶 项 式 ， 可 是 变 用 直 
楼 计算 的 方法 算出 函数 记 是 比较 麻 糯 的 , 因此 对 许多 具体 问题 往 
往 还 机 用 一 些 特 殊 的 方法 . 


记 (5)=1， Ye(2) 二 二 [2 一 DD (k=1， 2，…)， 显 名 


芒 s(z) 是 个 站 次 多 项 式 。 下 面 我 们 征明 {go; 如 1， 四 是 CL 一 1， 

韦 中 的 正 弯 系 ; 即 当 9m 过 时 ， (gm 二 0 事实 上 ,利用 分 部 

积分 法 , 得 到 
| 
-1 


1 Fr 上 使 玖 十 
= 一 1) (2? 1) "de 


Da 


eT 1 
= (DD rn) "ds 
_f9 当 mw 声名 揣 ， 

因此 ,ji(z) = n(n) DY my, 


2 汪 福 是 10 标准 正 交 人 后 的 东 数 列 。 
进 计 管 (Legendre) A 


Po(z)=1, P72)= DG) 


Fer er 


组 成 LC 一 1,17 中 的 正 奖 系 . . 
+ 103 = 


mie ete FH li hl “ 
,pr Tr 37 
pe 


8.i.5 可 分 Hilbtrt 空间 的 机 型 

为 了 研究 Bilbert 空 问 及 其 中 的 线性 算 子 ， 往 往 拒 一 个 质 象 
的 Hilbert 空间 表示 为 一 个 其 体 的 Hilbert 空间 ， 为 此 ,需要 35| 人 
下 面 的 慨 念 ， 

定 尖 38.1,9 设防, 了 是 两 个 内 积 空 间 .， 如 果 有 六 到 了 上 的 
一 一 映射 了 保持 线性 运算 及 内 积 , 即 Ya 9gE 和 ， ya, PE 到， 都 成 立 

Tiar By} =aTr +pTy, 
(TR, TH) = (x, 的 ， 

则 称 了 是 了 到 了 上 的 保 范 线性 同 构 映射 ， 简 称 同 构 跨 射 ， 如 采 存 
在 一 个 到 到 工 上 的 保 范 线性 间 构 映射 ， 则 称 习 与 工 是 保 范 线 性 间 
构 的 ,简称 下 与 工 是 同 构 的 . 

对 于 一 个 抽象 的 Hilbert 空间 ， 我 们 要 研究 它 能 和 怎样 的 县 
体 Hiibert 空间 同 构 . 

定理 $.1.21 任何 # 维 内 积 室 间 文 必 和 2 维 爽 几 里 得 窄 间 
R? 问 构 . 

证 明 ”在 互 中 取 一 组 基 9 pg， 然后 用 Gram-Schmidt 廊 
法 , 可 得 也 中 标准 正 交 的 基 高,…, 和， 作 久 到 及 * 的 陕 里 

TT: ra((r, )， 2 1 )， ‘(CF Re 

易 知 TT 是 五 到 RBR* 上 的 一 一 映射 ,而且 是 保持 浇 性 运算 及 内 秩 的 
映射 , 因 吡 , 蕊 和 BR" 同和 构 ， 证 毕 . 

定理 8. 1.22 任何 可 分 无 限 维 HLilbert 空间 X 必 入 加 构 . 

证 明 ”出 于 芯 古 可 分 的 , 在 瑟 中 有 悉 密 的 虞 列 {zi zy 33 
在 这 个 点 列 中 选 一 个 子 集 日 二 {941,95,…}， 使 得 {gi, 92 *… 中 是 线性 
无 美的 ,而 且 每 个 x; 都 是 有 限 个 8 的 线性 组 合 , 这 样 条 人 台 可 以 如 
下 她 用 数学 归纳 法 来 选取 ， 把 {x;} 中 第 一 个 线性 无 关 的 向 量 ( 即 

不 等 于 零 的 向 量 ) 记 为 250, 联 和 如 一 Xn， 最 然 杂 一 切 2 和 abzn 是 久 


* os" 


的 线性 组合 . 假设 已 经 过 好 C2EN) 个 线性 无 关 的 向 晤 g1, 42 …， 
gws 写 们 分 别 等 于 zy Tn i 且 对 于 一 切 
的 线性 组 全 ， 用 于 芝 是 无 限 维 的 ， 所 以 
必 有 2， 使 得 x, 不 能 用 91,92,…, 94 线性 岩 示 (否则 将 可 推 知 
十 无 维 空 间 ), 设 存 {zs0+1 Fact 中 第 一 个 不 能 用 久 ，ga pv 
95 线性 央 示 的 向 最 是 zym 记 ns 十 ?二 R413 取 锡 +1 一 Ya 这 时 
显然 线性 无 关 的 ,而 且 对 于 一 切 % 志 
Re ga 有 性 表示 ， 因 此 ， 由 归纳 法 可 和 作出 
一 到 {91,93;…} 满足 我 们 的 爱 求 . 

把 吾 二 {92; 小 按照 Gram-Schmidt 方 庄 化 成 标准 正 交 系 
二 pp ， 这 时 每 个 zs 都 可 用 区 中 有 限 个 向 量 的 线性 组 
合 来 天 示 , 而 {za} 在 于 中 悉 密 ， 因 此 实 张 成 的 闭 线 性 子 罕 间 就 是 
去 ， 由 推论 8.1.14,， 家 是 半 申 完备 的 标 礁 正 奖 系 ， 人 最 然 守 是 可 
数 集 ， 作 下 到 六 的 映射 

Tr(a, RD CF a), 【和 在 9， 。 
由 推论 8. 1.14 易 知 ,了 是 保持 线性 运算 及 内 积 的 音 射 。 再 证 了 是 


庄 射 . V (01, es cao 7) EL, 因为 这 101 < 十 0c9, 所 Riesz-Fisch- 


er 定理 ,有 了 唯一 的 xE 眉 ,使 得 (x, 和 ) ~ ci 人 一 1 2,…)， 这 时 mr= 
(ety ca co， 因此 ， 了 的 傅 环 加 是 a 所 以 到 和 站 十 间 构 的 ， 
证 毕 ， 

从 定理 8.1. 22 的 证 明 中 还 得 到 

推论 8. 1. 23 ”可 分 无 限 维 Hilbert 空间 中 的 完备 标准 正 交 系 
是 可 数 的 ， 


习 题 8.3 


}， 内 程 宇 癌 的 便 壮 空间 是 香 必 为 Hilbert 空间 y Hilbert 空间 和 的 闭 衬 空 
* oF ee 


间 是 否 必 为 Hiibert 空间 8 有 限 维 内 积 空间 的 住 何 子 空间 是 否 汶 Hilbert 
空间 ? 
3， 讶 天 1、 臣 ,7 古 a 是 一 列 内 积 空 间 ， 驴 


= {0 en zal:<o0), 


当 全 ,全 nj ET a 训 民 时 ,规定 
z a{es} FA{9,} ={arnt yn), 


{gn}, {ya})} 一 >， {Tus Fn): 


如 一 】 
证 明 : 了 是 内 积 空间 ,并 且 下 总 Hilbert 衬 问 的 充 要 条 件 是 每 个 互 。 都 是 
Hijbert 空 | 襄 . 
3, 设 导 ,NW 是 肉 各 空间 天 由 的 两 个 非 空子 集 , 如 果 形 和 加 则 NC 天 + 
4. 证明 在 Cfey 相 中 不 可 能 引进 -- 种 内 积 (…，*) 使 共 谋 足 


(ff max |/(e)! (yfeCre, 5), 


5， 设 束 是 内 积 空 间 ,号 是 互 的 稠密 子 集 ,2E 和 ， 记 果 xz 上 万, 则 xz 一 六 
6， 设 下 是 内 积 空间 ,型 是 下 的 非 空 子 集 ， 如 时 再 是 完 惫 子 空间 , 草 因 -= 
(ML)-, 
7. 设 站 是 内 积 空间 , 于 , 育 是 开 的 非 空 子 集 ， 谱 了 是 于 和 站 张 庶 的 线性 
子 罕 阿 , 则 += M+N Nt. . 
8， 设 媳 ,W 为 内 积 神 间 四 中 的 非 空子 集 , 且 于 上 NW, 则 对 CN NC 
9， 设 是 是 一 个 内 积 空间 , Y20E 芝 ,YT 半 0, 令 
Mr {rEF| | — sr}. 
《1} 求证 : 寻 是 鸦 中 的 了 出 集 . 
[2) YYzE 瑟 ， 令 
一 人 Em 当 >zEE 王 ， 
Ts ， 当 0 ENW. 
求证 ;一列 =infllz—al. 
10。， 站 下 bett 党 闻 度 中 , 职 2 一 (0 ez 一 0,1)， MM=coley esl, 
VzE RE, 六 出 zi 好 ,后 得 


| —inf lie— Pi 


时 198 | 


11、 举 重 溢 朋 存 正 交 分 解 定 更 8. 1.7 中 , 罕 间 天 的 完备 性 铸件 不 可 少 。 
12. 设 下 是 Hilbert 空间 , 下。 是 瑟 的 用 线性 子 空间 ,{ej， a} 分 别 是 下 
入 4 的 完备 标 准 焉 交 系 ， 米 证 ; {en} U {fj 是 芋 的 完备 标准 正 交 系 . 
13. 设 few} (x 二 1,2,…》 和 他 s) fn=1,2,…) 是 Hilbert 空间 及 中 的 两 全 
标 几 下 次 系 , 请 足 条 件 


全， es fll, 


=1 . 
求证 ; {ee} 程 生 ,两 者 中 一 个 完备 冀 含 及 一 个 完备. 
14， 设 于 是 内 积 空 问 ，{ewj 是 芋 中 的 标准 正 交 系 ， 求 证 


(2, en) (ys En) | xl CYz, gEEY,. 


见 二 1 


: 
15. 证 明和 万 =e" (一 0， 十 1; 土 2,…) 是 [025] 中 的 完备 标准 下 


nonT Gin toa NT S10 RX 


16， 证 明 衬 角 鸭 数 系 1 7， 生生 二， 是 实 1 
[一 和 下 中 的 完备 标 崔 正 交 系 ， 

17. 说 王 ,, 是 Hilbett 空间 革 移 子 空 间 , 了 了 工 一 大 的 二， 证 明王 
是 亲子 空间 全 号 均 为 闭 子 空 问 . 

18.， 设 互 蚤 内 积 空间 , 若 下 有 埋 限 的 或 可 数 的 完备 标准 正 普 了 对 ， 则 天 是 
可 分 的 ， 


8.2 Riesz 表示 定 惠 
8. 2, 1 Hiibetrt 空间 上 连续 线性 泛 函 的 囊 示 
设 世 是 一 个 内 积 空 间 , YYyE 瑟 ,在 下 上 上 作 兴 图 六 如下: 
站 (2 一 人 (VIER). (8, 2.1) 
由 内 积 对 第 一 个 变 元 的 线性 知 所 是 线性 的 .由 Schwartz 不等式 
得 到 
| 六 (zz DTzl [yl (CYrEXY. 
了 人 全 * 


rp PE er 


因此 EX*, 而 县 1 中，、 另 一 方面 , 电 了 = 加 四 58.2.1) 式 就 
可 推 得 |fi 尘 jyl, 从 而 

1 = yl. (8, 2, 2) 
我 们 称 产 是 出 向 旺 ? 于 出 的 有 办 级 性 泛 函 

当下 是 Hilbei 空间 时 ,上述 事实 的 逆 命 题 也 是 成 立 的 , 就 是 
说 ,了 上 的 任何 一 个 连续 线性 泛 消 都 有 (8, 2. 了 ) 的 形式 . 

定理 8. 2. 1 (F. Riesz 家 示 定 理 ) 设 全 是 Hilbert 空间 ,1 是 
世上 的 连续 线性 泛 务 , 则 必 有 唯一 的 YE 天 , 和 使 得 

Fit 一 (人 的 (YrEX), {8. 2, 3) 
而 县 ij? = fy1. 

证 明 ”如果 了 二 9, 只 要 取 #=8 就 好 了 .因此 不 妨 设 1 天 由 令 
村 二 {5E 玉 | fz) 一 人 0 因 站 是 连续 级 性 省 函 , 由 定理 了 1.4 知 型 
是 互 的 闭 于 空间 ， 及 了 寺 色 所 以 下 天 芋 ， 握 下 变 分 解 定 理 ， 必 有 
2 太一 19}, 楼 得 zz | 寻 ， 峙 于 江门 形 二 {和 旨 ， 认 而 x 于， 所 以 
Fz) A 一 D0， 所 以 x 一 
f(z)z1f(z)EM， 十 是 | 

(Cr— fr {2), 2) =0. 
从 而 ; 2) 二 fo fx 2z) /|zl 到 y= 了 (2z)z/1z 上 ， 就 得 到 (2)= 
CE WY YEE). 

汉 函 了 取 然 表示 成 (8, 2. 1) 的 形式 ， 即 了 是 由 向 量 导出 的 ， 
所 以 1 二 |yl. 

医 后 还 明 启 量 ¥ 是 出 了 瞧 一 确 冠 的， 假若 还 有 zEX, 使 得 

fr) 2) {VrEX), 
轴 (2 ,一 2) 一 0CYxEX), 取 4 二 y 一 2 就 得 到 yx， 证 毕 . 


8, 2. 2 Hilbert 字 间 的 “ 自 共 罗 性 ” 


没 开 是 内 积 空间 , 作 耻 到 它 的 共和 绒 空间 X* 的 映射 
< 2300 。， 


.Ya (8.2. 4) 
其 中 户 就 是 (68,2. 1 式 所 规定 的 ) 由 向 屁 Yy 导 册 的 泛 丽 ， 容 易 看 
出 , 当 及 是 复 空间 时 , 鼎 和 对 了 是 共 辊 线性 的 , 即 
Vayi paary i BrVzs (Ya, BE 区 Vy, 2EX). 
这 直接 由 z 
fayrpa TY-{x, oy + Bz2) = (7,y) + P(r, 2) 
= f(T)+BIAT)Y (YrEX) 
可 以 得 到 ， 此 外 , 由 (8. 2.2) 式 知 Y 是 保 范 映射 , 从 而 了 还 是 单 射 . 
综 上 记述， 玉 是 节 到 工 *( 中 ) 的 一 一 的 保 范 的 具 轿 线性 上 映射， 我 
们 称 员 射 六 是 世 到 无 * 的 自然 映射 . z 
当 瑟 是 Hiibert 空间 时 ,由 Riesz 定理 :此 时 蕊 到 半 * 的 自然 
暑 射 是 双 射 , 从 而 ,了 是 瑟 到 邢 * 上 的 一 一 的 保 范 的 具 斩 线 性 映 
射 ( 注 : 这 时 玉 的 道 映射 ~! 也 是 刁 * 到 互 上 上 的 一 一 的 保 范 的 共 斩 
”线性 喘 射 》 我 们 称 焉 是 怠 到 了 * 上 的 保 范 的 共 力 线性 网 构 映射 ， 
为 同一 , 从 而 把 和 和 * 视 为 同一 ,并 称 开 是 自 共 斩 的 空间 ， 简 单 
地 记 作 了 *=XX， 但 要 注意 的 是 ,对 于 as 区 及 yE 无 ,把 oy 作为 活 
范 和 看待 时 , 它 在 > 点 的 值 是 泛 函 y 在 x 点 的 值 乘 以 函 这 是 由 于 
(Coy) C2) = (x, oy) = zy) (YZET), 
这 和 第 七 章 的 情况 咯 有 不 同 ， 


*8.2. 3 Hilbert 空间 上 连续 共生 双 线性 泛 函 的 表示 


本 节 先 引入 不 示 双 线性 泛 遂 的 概念 ， 然 后 介绍 Riesz 定理 的 
一 个 重要 推论 一 一 Lax-Milgram 定理 ,这 是 偏 微分 方程 理论 中 的 
一 个 很 有 用 的 定理 . 
定义 8.2.1 线性 空间 .上 的 一 个 二 元 胃 数 p(',*); 及 x 基 
二 区 , 称 为 是 共 施 双 线 性 江 函 , 如 果 Ya 9, ZEX,， Ya, BEK, 成 立 
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二 二 有 
(2) plr, oy 82) 一 吾 PfT 8) + BPY, 2). 
定义 8.2.2 设 革 是 因 积 空间 ，(', :是 天 上 的 一 个 共和 疑 双 
线性 泛 涪 ,如 果 存 在 型 >0, 使 得 
lpr, yxi yl 《Ye yEX), 《8. 2. 5) 
刚 称 gp(',*) 是 至 上 的 有 界 莫 思 双 线性 汉 汞 ， 当 gp:,') 是 竺 上 上 的 


mer en ne re pene er ere eben ep 


有 界 共 比 双 线性 泛 函 时 , 记 


| oC, | 
一 8.2,6 
a EE ( ) 
羡 耻 和 甘 : 轩 天 电 


称 Ipl 是 泛 消 p(,') 的 范 数 . 
显然 ， 当 wp('， `) 是 内 积 空间 六 上 的 有 界 共 锋 汉 线 性 泛 函 对 ， 
它 的 范 数 是 有 限 数 ,并 且 成 这 
[pr, yl pilzily CVe, gET), (8, 2, 7) 
此 处， 还 容易 证 明 ， 对 于 内 积 空间 芋 上 的 共 施 双 线 性 泛 范 
Pp(*，*) 而 言 ， 它 的 有 界 狂 和 ( 奖 于 两 个 变 元 和 的) 连续 性 ( 即 对 任何 
Xn 有 8)) 是 等 价 和 的， 证明 留 给 
定理 18. 2.2(Lax-Milgranm 定理 ) 设 w(x, 83) 是 Hilbert 空 
问世 王 的 一 个 有 界 共 入 涵 线性 泛 函 ,如 果 3 5>0, 使 得 


p(w, xz)! olz]? (YrEX), (8. 2. 8) 
则 必 存 在 唯一 的 育 连 续 道 的 连续 线性 算 子 了 E 光 (有 为 满足 
plr, 的) 一 (zy TH) (CVa, gER); (C8, 2, 9) 
Ti= ei; (8. 2. 10) 
El (8,9. 11) 
证 明 ”分 三 步 进行 . : 


1， 证 涓 存在 唯一 的 了 EG(X), 满足 {8.2.9) 和 (8, 守 1)， 国 
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定 EAX，xhopfzy3) 是 其 上 的 一 个 连续 线性 省 国 . 由 Riesz 定理 ， 
9 唯一 的 z= 二 z(#)EX, 使 得 
a = 2) (CYAETY, 
作 瑟 到 互 的 脆 射 
了 
偿 有 
PHI TY (Ve,yEX). 
用 卫 满足 (8,3.9)， 丸 因为 Ye 名 ,9s 所 玉 , Yo asE 政 ,有 
Cr TR TT og) ) = Pr, oy! 十 Csgs) 
= 0) P(r, ga) 
= ,Cr Ty) — Galt, Ty2) 
= (Cx, mT oT), 
记 这 人 是 线性 的 ,并 且 
lry) = sup loz, y) 1 /zl plyl. 


从 而 TE 雪 (X), 并 且 上 Tj 二 rt 即 了 满足 (8. 3. 10)， 此 外 , 满足 
(8. 3.9) 式 的 算 子 了 显然 是 由 of 唯一 确定 的 . 

2 证 明了 是 双 射 。(1) 证 明了 是 单身 ,事实 上 , 若 有 22E 
世 , 洪 中 Ty 二 Ty, 则 

PE = ry) (YEF), 
从 而 

Pr FY 0 (YZET), 

转 吕 了 肥 % 二 记 一 9 所 (3.2.8) 即 得 名 二 gs， 因此 人 是 单身 

(2) 证 明史 是 满 射 ， 先 证 2 已) 是 闲 的 ,事实 上 ,YanE 克 ( 束 )， 
3w ET 一 I 2 使 得 

wimTyo,, {8. 2. 12) 


拉 - 2 


"23 二 


由 不 鱼 式 (2.8) 租 
Goro— va P00rp— bo darn pa) | 
= | (vp— vrs TOVatp— Os)) | 
lero— 2 To Tp) 《Ya PEN ), 
即 得 
Fo, mp— vl <3 ie op To m0 (3 n>00, YPEN), 


从 而 {vw} 是 基本 列 ， 由 芳 的 完备 性 知 3v*EX， 使 得 9,>v+， 但 
由 了 的 连续 和 狂 和 (8.2.12)， 就 得 到 包 =Tw*， 即 weET(X)， 因 此 
X(t) 是 闭 的 ， 
再 还 (TCXD+== { 从 ， 人 倘若 沁 ECT( 对 了 1 则 
(ww TH) =0 CYLER), 
即 (wy 中 二 0 (YvE)， 特 别 到 z=w, 再 利用 假设 (8. 2. 8) 即 
得 由 = 因此 了 ( 芋 ) 一 下 ,有 即 了 是 满 射 . 
”3， 证 明了 -i€E 霓 ( 玉 )， 有 满足 (8.2.11)， 审 实 上 ， 由 于 EE 
地 ( 蔚 ) 是 双 币 ， 因而 TT 存在 ， 出 Banach 这 算 子 定理 ， 2 
藻 ( 下 )}， 文 寺 为 
SlzE iP, 区 | = 1, Ta) lrillTzl (VrEX), 
记忆 Sizl 志 1]Txl(vYzeEZD), 即 信和 |zlCYzseX), 故 1 | 寺 
推论 8.23 设 p(';*) 是 Hilbert 空间 六 上 的 有 界 共 绒 双 线 
性 泛 函 , 如 果 35>0, 使 得 
| 久 (z er) | 让 ‘(YrEX), 
则 YfEX*, 了 唯一 的 FX 满足 
pr y= 【YE (8. 2,13) 


并 且 j1< 计 HH 


+ 204 。 


证 明 由 Riesz 汇 理 , YIEX*, 唯一 的 y*E 下 ,使 得 
f(2)= (7,9*) (VYzER), 
而 且 j71 -= 有， 再 由 定理 8. 3. 2， 存 在 唯一 的 双 射 ZE 移 ( 蕊 )， 
满足 
9 人 zy z) 二 (zz)(Vzi ZEX), 
而 且 7'EN(X), JT 二. 令 8 一 瑟 和 5 出 
P(r, 的 一 (zy TH) = (x, ) f(r) (YrEX), 
而 且 | 本 2 区 生生 和 生计 4， 证 毕 . 


山上 面 的 过 沦 还 可 雇 春 出 ， 推 论 8.2.3 有 一 个 等 价 的 算 子 
形式 ; 
”推论 5.2.3 设 素 是 Hilbert 空间 ,TE 向 (YX) 如 果 36>>0, 
使 得 
| (er Tr) | orz)? (YrEX), (8. 2, 87) 
部 未 方程 
Ty=f 《8. 2, 18’) 


对 任何 feX, 必 有 唯一 解 yEX, 并 且 [yi 志 上， 

证 明 令 plz y) = {zr, Ty) {Yr, YEE), 出 PC *) 雍 足 定理 
8. 2.2 的 全 部 条 件 ， 于 是 了 有 连续 这 全 IE 过 (三 )， 并 县 [下 委 
可 证 毕 

注 如 果 推 论 3.2.3 让 的 有 外 共 斩 双 线性 证明 wp) 在 复 
罕 间 及 二 识 足 比 (8. 2. 8) 更 强 的 条 件 ， 

Reg tr, r) oz CYzEF), (8. 2. 14) 

那 林 克 wm(',*) 为 椭 略 的 有 究 共 轿 双 线性 兴国 ， 这 时 相 可 给 出 


《8. 2. 13) 求解 的 简单 方法 . 
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事实 上 上 ，(8.2.1 和 各 价 王 相 度 于 9) 的 推论 3.3.3 中 的 
算 子 了 请 是 
Recx, Ta) 01z): (YrzER). (8, 2, 15) 
求 方程 (8,2,13) 的 解 # 等 价 于 求 观 入 
Ty 一 Ty 一 个， (VY 全 苹 ,? 是 非 零 常数 ) (8. 2. 16) 
的 不 田 点 ， 我 们 内 要 适当 选取 常数 7, 使 得 2; 是 球 缩 映 峙 ， 那 术 ， 
(3.2. 1 和 的 不 动 点 梁 河 利用 压 雏 映射 原理 很 浪 便 地 获 答 ， 由 于 
Ts Ty = ey rT ry 
les -2rRels—y, 7 (es)) 直到 (一 的 人 
(12rde+r|TID) Iz— yl CVer, EXY, 


所 以 ,只 要 取 rE(0， TE) (注意 |71 Ip 上 )， 那 玉 %=1 一 2r8+ 


TEL0, 1D, 于 是 ,是 不 缩 映射 ， 特 别 ， 取 "一 p97 时 ,达到 


景 小 值 ， 自 然 , 这 时 求 ((8.2.13) 的 ) 解 ( 池 求 工 的 不 动 后 ) 的 次 代 
过 程 收敛 速度 最 快 ， 


习 题 8.2 


1， 设 号 Hilbert 空间 , 六 是 五 到 它 的 其 轿 空 间 萤 * 的 自然 觅 射 ， 证 明 
(ff 一 证 YE 

是 于 * 上 网 岩 积 ;并 且 由 此 内 积 导 出 的 范 数 与 了 * 上 网 原 有 范 数 一 致 . 

2， 设 了 是 和 lbert 空间 无 到 内 积 空间 了 .上 的 有 界线 循 和 星子 ,并 时 是正 则 
的 , 证 明了 必 是 Hilbert 窒 间 ， 

3. 设 了 是 Hilbert 空间 卫 的 子 空间 下 ,上 移 有 界线 性 泛 贡 证 明 f 在 
上 存在 哈 一 的 保 范 延 拓 ， 

4， 设 瑟 症 内 积 守则 ,是 下 独 它 的 共 驾 空间 工 * 的 自然 歇 射 ， 如 果 了 是 
双 射 , 则 马 是 Hiifpert 空间 . 

5， 证 明 下 [a，5] 上 备 一 个 之 续 线 性 汇 鸥 了 都 可 以 埠 示 谨 f(z) = 
2C0705d4, 基 中 ye1r5a, 约 ， 


+ 


6。， 设 pC *) 是 内 积 空 间 下 十 的 共 辐 双 线 性 证 芍 ， 财 w1 是 有 加 的 
Pts 是 二 元 连续 的 . 
7. 设 王 是 Hilbert 空间 ,了 E 史 (如 时 36>>0, 使 得 
| (Tx, 2 | 守 dllrll? (YrEs), 


其 37 -IE 要 ( 写 ) ,而 天 iP- 贡 < 序 . 


8。 设 于 是 Hilbert 空间 区 上 的 攻 阔 ; 如 困 Yx ,gE Ya, PER,， fiax+ 
py) = af (0) + Hf, 称 子 是 互 上 的 汞 犯 线性 旗 国 。 征明 下 述 及 iesz 表示 定 
理 : 对 于 bert 窜 间 且 上 的 任何 共 轧 线性 活 识 六 必 存 存 唯一 的 ¥E 玉 ， 合 得 
fl2) = (yt) (YrER). 

9. 定义 线性 空 们 症 上 的 一 个 二 元 畏 数 pC，') :不 XX 下 二 用 ， 称 汶 是 
Hermite 把 国 ， 如果 

PD = PLE) Vr ETY. 

度 耳 是 一 个 Hilbert 空间 记 作 ,及 是 开 上 的 共 辊 可 线性 Herimite 汽 国 ， 

并 且 了 型 >0, 30 使 得 
dlr pir, rE Mr: (YrER}, 

及 朗 Wf, 避 是 下 中 的 一 个 半山 子 集 . 

求证 : (1) 下 (是 羡 上 的 有 加 共 连 天线 性 下 图 ,并 且 | 虽 | 宕 形 ; 

{2) 法 数 

省 本 人 一 用 已 (全 和 (EX) 
在 吾 止 达到 最 小 值 , 并 且 夺 到 最 小 值 的 点 mm 注 足 
Ref2pt{eo, 2— ro — (Not— Xo 0 YEEB). 


$ 8.3 Hilbert 空 间 上 的 几 种 有 界线 性 算 子 
8. 3.1 Hilbert 并 固 算 子 
定 关 8.$3.1 设计 ,了 是 内 积 空 间 ，XE 乱 (了 ,了 )， 如 果 有 
T'EW (了 ,不 ) 过 会 
(Tz, = (2, TF) (VEX, YYEF), (8. 3. 1) 
出 称 卫 是 了 的 EDPert 茧 加 站 所 或 Hilbert 伴随 算 子 . 
在 定义 中 ， 当 攻 是 Hilbert 空间 时 ,有 Hilbert 共 轿 算 子 的 
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存在 唯一 性 绪论. 

定理 8. 3.1 设 天 是 Hilbert 空间 ,了 是 内 积 空间 ,TE 纱 ( 玉 ， 
了 ), 旭 下 有 唯一 的 Hilbert 共 罗 算 子 T'S 和 5(Y,X), 并 且 |T 小 = 
EP}. z 

证 明 YyEY, 因为 

Ta, D |S! TxlfyllThaliy YrEX), 
所 以 
fr)= (Ti, (YrEX) 

是 于 上 的 有 界线 性 泛 函 ， 因 是 Hilbert 空间 ， 据 定理 8.2.1 
《有 iesz 表示 定理 ), 存在 有 唯 一 的 xz 于 使 得 


fx)= {2,2) (YER), (8. 3,.2 
if 二 }z1. 作 了 到 于 的 算 子 Tyt=z， 风 由 .3.2 得 到 
(TX, = TH (VrEX, VyEY), (8. 3. 3) 


子 工 适合 (8.3.1) 式 . 
下 看 证 明 T't(Y .NY YY, Yo BEEK, (8. 3.3) 式 , 
Cx I (ot Fs)) = TE, Yt Py) 
=E(Tz, y1) -HB (Tea, 2) 
=0(r, T'y) + PB (zr, T'ys) 
一 (808 HTy) (VEX), 
因此 ,了 "(ag 一 wT 十 BT'ys， 即 了 T' 是 线性 算 子 ， 叉 由 夺 " 
的 定义 知 , YYyE 了 ,有 
lvl= 1 <THiyl, (8.3.4 
因 焉 也 秒 全 ,五 ), 即 荆 /' 是 了 的 Hilbert 站 绒 算 持 ， 
假 状 还 有 一 个 TIiE 季 ( 了 , 蔚 ) ,使 得 
Tr Dr TI (VTE VYyEY), (C8. 3. 9) 
尹 目 忆 (3.3.3) 与 (8.3. 引得 到 
{x, (TI THO =0 (YrERE, YyEF). 
* ZO 和 


令 z= (时 一 他 ) 护 就 得 到 (2 一 全)g=CY5ET)， 因此 7'=Pi， 吉 
见于 的 Hilbert 共 罗 算 子 是 唯一 的 ， 

最 后 证 期 1? 二 JT'， 由 (8.3. 信 式 知 ]JT' 志 TI， 只 须 再 证 
1T 实 1TI， 在 (8.3. 罗 式 中 , 令 y=Tw, 则 有 

EA CA UEP EE 
因此 , 当 Tz6 时 ,成立 
AE (8. 3. 6) 

当 Tz=0 时, 《8, 3. 的 式 自 然 成 立 , 从 而 1 到 委 本 和 证 毕 ， 

注 在 定理 8. 3.1I 的 条 件 下 , 即 当天 是 Hilbert 空间 , 了 是 内 
和 空间, TE 腕 ( 开 , 了 时， 由 于 内 积 空间 是 赋 范 线性 空间 ， 据 定理 
7. 5. 3 的 (1), 三 有 了 唯一 的 间 氏 算 子 了 *E 徐 (了 ”导轨 ， 我 们 自然 要 
问 , 多 的 Hilbert 共 辊 算 子 IE 玉 ( 了 , 王 ) 和 2 之 间 有 何 关系 ?下 
面 来 讨论 这 个 问题 ， 

设 玉 是 开 到 状 * 的 自然 映射 ,再 是 了 到 了 * 的 自然 映射 。 由 于 

(Tx, PD) = (WH) (Tx) = (T* (W)CY) 
= (rT (YrEX, YYyEY), 

所 以 了 到 下 殉 贞 射 -T* 开 适合 (8. 3.1) 式 . 又 由 映射 了 一 , 印 的 
保 范 性 和 共 思 线性 及 T* 移 有 界 性 可 以 看 出 ,VT*WE(Y, 了 )， 
从 而 下- 了 +* 是 下 的 Hiibert 共 乞 算 子 ,再 直下 的 Hilbert 共 希 
算 子 的 唯一 性 知 


于 一天 + 全 (8. 3.7) 
由 外, 由 | 于 年 二 上 和 人 于 宇 寺 1 还 纪 氮 
人 一 人 《8.3.8) 
特别 , 当 TE 状 (了 ) 上 时 ， 
TF Tp. (8. 9. 9) 


”为 简便 起 妨 , 今后 我 们 将 内 积 空间 上 有 界线 性 算 子 了 的 Hil>- 
ert 共 轿 算 子 仍 简称 为 此 较 算 子 , 并 了 仍 用 符号 T 了 * 记 之 .请 读者 视 
和 到 个 汕 夺 


具体 情况 大 以 区 分 ， 
例 1 寺 察 % 维 复 欧 几 里 得 空间 RE" 中 由 方 阵 
A= {8 (tj=1,2,.,) 
定 疼 辣 算 子 
人 
区 中 sf 一 aor G=1 2，.…， 如, 由 7.1 便 1 和 例 5 知 


Te (RR'). . 
现在 求 也 的 并 辊 算 子 TT*. Yi= (x1 Ty te), 区 一 (2 Way + 
Yr)CR", 有 


《2 T*y) 一 TY, 提 二 (De) 


+=1 


-Sal Sag) a(Sag) 
#=1 =1 £=| ‘#4=1 
由 此 可 妃 人 T+ 是 由 (ay) 的 共 轿 转 置 方 阵 (3;) 质 定 义 、 
例 2 设 下 (s,) 是 [oe,5]x[a,5jJ 上 的 平方 可 积 函 数 ， 令 
(Ta) (9) =| Kls, a(t)dt (YaEDLa, 的 )， 


由 87.5 例 5 知 TE (La, 57). 
现在 求 了 的 共 连 算 子 T*， Vx, gELTLa,5j], 有 


(2°0) = (72,0 | (|{ Ks, t) a(t)dt jsJes 
= | op(| Re Dy(s)as Ks, ty(s)as ja 


=| < (| Kt, a 


"J 


扫 此 


(T*y) (Cs) -[ R(t, sytyat CvYyeLLe, Bb)). 


即 卫 * 是 以 K*(s, 人 一 下 (5 为 楼 的 融 分 算 子 . (积分 方程 论 中 
通常 称 玉 *(s, 引 是 楼 EK(s,t) 的 共 因 楼 ，》 
共 轿 算 子 有 下 面 的 性 质 , 
定理 .3.2 设 互 了 2 是 Hilbert 空间 ，Y 是 内 积 罕 间 ,了 
TEB(X YY), TAE 人 BP, KX), , BEK, 
(1) T=1y; 
(2) T+*= (T+)*=T; 
(3) [TI?= 17*T; 
(4) (aT + BT + =aT* pT?; 
(5Y OTT = TITY; 
(6) 7 为 正则 算 子 的 完 要 条件 是 和 8* 流 正则 算 子 , 当 人 是 正则 
算 子 时 , 有 
(TP*) = (PO)*. 
证 明 (1) 显然 成 立 . 
(2) VzEKX, VyEF, 因为 (Tx, 9) =(z，T*9), 所 以 (CT*y, 2) 一 
(#2) 从 而 (TP*)*+ 一 7. 
(3) 由 定理 7.1.8 和 定理 8.3.1 知 
TIT | 
另 一 廊 硬 ,ze 避 人 一 1 由 Schwarz 不 等 式 有 
[和 一， 
所 以 近 归 一 sapjPzjsf*|， 内 而 这 旦 一 和 
(4) YzE YyEF, 由 于 
(CaT + PAT), HD—atTe, + Tx, ¥) 
—a(r, T*y) -| P(r, TI#) = (7, (BT* + PTOD, 
"2211 ， 


PE 


所 以 (aPT PAT)}*=aT*} pT*. 

(5) YzEZ, YyEY, 由 于 

《了 和) 一 【了 2 区 TIy)= (r, THTE YY, 

所 以 《了 0 一 了 

(6》 当 基 是 正则 算 子 时 ,下 和 六 ( 了 ,与 ) 昌 了 - 一 Try 下 一 
Lx 由 (17 和 (5) 知 

(TI)*T* oT TOT- + Ty. 

CE 了 )， 据 引 理 7.4.1, 个 * 是 正则 算 
于 ;并且 (T*)7! 二 (PD)*. 

及 过 来 , 当 T* 是 正则 算 子 了 时 , 由 于 了 = 人) 从 而 五 也 是 正则 
算 子 . 


8.3.2 自 法 斩 算 子 
定点 8.3.2 设 王 为 Hilbert 空间 , T 全 和 营 { 玉 )， 营 全 = 全 *, 刚 
称 全 为 上 的 自 并 轰 算 子 或 自 伴 算 耶 ， 
从 定义 容易 看 出 , 了 为 自 共 轿 算 子 和 Yr gE 臣 ,有 
《了 和) = (xr, Ty), 
现在 考察 前 面谈 到 的 两 个 例子 .如 里 在 例 1 中 ， 
din(i, 7=1, 2, nA), ™ 
则 由 方 阵 (@;7) 定 义 的 算 子 人 是 自 共 放 的， 如果 在 例 2 中 ， 
下 (St 一 下 【it 8s), 
山 以 五 (8, 贡 为 伟 的 积分 算 子 宇 也 是 自 共 箔 的 ， 
， 在 线性 代数 中 , 如果 年 阵 4 = (Ge (i,j 了 =1,2,…, 如 禹 足 
CD -=A a= i 2, ), 


到 


Co Cr rr 


月 共 扳 垂 阵 的 推广 . 
为 了 讨论 自 共 辆 算 子 的 性 质 , 先 引进 一 个 恒等式 ， 容 易 又 证， 


世故 是 上 质 内 积 空 闻 , 7TE 腕 ( 瑟 )， 则 YzygE 了 ,成立 
Tz, 四 二 了 (T(z+#), 十 多 — {T(r—y), tO—¥) 


ETrd on sty — Ti) rt) 
(8. 3, 10) 
这 个 恒等式 类 似 于 38.1 的 极 化 值 等 式 (8.1.8), 由 称 为 极 化 恒 等 
式 . 

从 恒等式 (8. 3. 10) 看 出 , 若 (Tzz) 王 DCY5E 基 访问 民 开 z， y) = 二 0 
《yz 8 二 )。 特 量 ，|z 人 = CDz 7 一 OUVYzES)。 因 此， 人 下 是 零 
算 子 ， 反 之 , 车 人 是 零 算 子 ,显然 (Tz, 扩 二 00Vz, 9gEX)， 所 以 ,我 
. 们 得 到 如 下 结论 
用 是 零 算 子 全 (az 好 二 0 Vr, yERO (Tz, DD) =0, YrEX, 
定理 8.3.3 设 玉 是 复 Hilbert 空间 ,了 TE 委 ()， 则 人 是 自 
- 共 恩 算 耶 和 YrE 荐 , (Tz, x) 是 实数 . 

证 明 “地 "， 设 == 全 *, 则 YYx 人 下, 有 

(Tx, 2) = (x, Tz) = (Tx, +), 
所 以 (Tx, ?0) 是 实数 ， 
“<”， 由 定 韦 8.3.1， 了 PD 有 崔 一 的 基 四 算 子 T*E 雪 (和 )， 六 
Y4 人 证 ,TE 是 实数 ,因此 
(Ti#,2) = Tz, rr, Ty) = (TE, 7), YE 和 
即 
(TT x, 4) =0, YeEX,. 
手 是 TT 一 了 T 了 * 是 零 算 了 于 ,所 以 了 二 了 之 家 

定理 8.3.4 设 了 ,7: 是 Hilbert 空间 和 上 的 自 鞭 统 算 子 ， 
1. 是 实数 , 则 

《TI) XT XAT; 是 自 共 罗 算 子 . 

C2) 全, 训 是 自 半 罗 算 子 4 了 了; 一 了 ,了 T，. 
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证 明 (1) 由 于 
(A 二 AT" = TY 二 TE AT 十 42 了 ay 
所 以 Ty 十 AoTs 是 自 共 斩 算 子 . 
《2 “> 设 7iT。 是 自 共 罗 筑 子 , 则 
TP, (TT) = TTI = ,. 
< 一 
CT TY = TT TTT PT,, 
因此 ,了 ,TT 是 自 共 蜀 算 子 .证 毕 . 
定理 8.3.5 设 {T,} 是 Hiibert 空间 X 上 的 一 列 自 共 绒 算 
子 ,并 且 lim7, 一, 则 全 也 是 了 上 的 自 共 锯 算 子 . 
证 明 出 题 设 知 ，7TE(X)， 从 而 了 有 唯一 的 共 轿 算 于 
T+*E€ 字 (时)， 由 于 
HT—7*|<IT Tt 
一 一 全 | 十 一 TT) * 
=2]Y, —7TI—»0(— co), 
所 以 ] 了 一 7 阳 =0, 即 了 一 TPT*， 证 些 , 
定理 8.3.8 设 了 为 Hilbert 空间 上 的 自 凌 辊 算 子 , 令 
mn = nf {TE, Tt),M= sup 《是 和) 


则 中 于 一 本 axflm[， | 让 |} 二 sup | (Px, z) 1.《 注 ;m, 形 分 别称 为 算 
子 了 的 下 界 与 上 者 .》 

证 明 令 K=max{lml,， |M|)}= sup 1 (2z,z)|， 当 4x|=1 
时 ， 


上 


Pz, STel all[T irl TL, 
从 而 
EI 
下 面 证 明 上 Tl 过 ， 为 此 只 须 证 明 ，YzE， 有 | Pz] 亏 契 ]zj， 当 
» 214* . 


LTal 


Tz 入 显然 成 立 ,下 设 Pa, 从 闻 z 隆 & 取 四 二 可 


并 仿 刀 一 Tz, 了 下 得 


[Ts Cg, Pg) =-( mas 7 元 ) 


ET Az 二 人 一 人 一 


< 


ELlAz+ ul tlAzs— wl 


_] 
和 
1 
4 

= | 2 yal: 1 Tey? 
bi 
一 下 


和 zl< 天 jz 


即 
Ti K. 


因此 , 1K 一 maxilmi, 1 下 1) = sap | (Tx, x)|， 证 内 


8.3.3 投影 算 子 


设 节 是 Hilbert 空间 ， 形 是 天 的 闲 线 性 子 空 间 ， 由 正 交 分 解 
定理 (定理 8. 1. 7) , 每 一 个 zE 昊 可 唯一 地 分 解 为 
tkote (roEMyT EEN), 
作 臣 到 型 的 算 子 


PP: ro, 
称 卫 为 (五 到 ) 开 上 的 投影 算 了 地 , . 
有 上 时 为 了 称 册 王 是 在 于 上 的 投影 算 子 , 记忆 为 Py. 容易 证 明 ， 
Pw 是 有 界线 柱 算 王 , 吕 当 壮 关 {9 时 , Px 二 1 
事实 上 Wr, TR Yo, PER, 有 I= Pus a Pyre tt zy 
这 里 zs ,ziE 弄 <， 于 是 
or Br = aPyry | 有 Puza) + (oz fzs), 
+ 215 +* 


而 日 aPyr BPareE ,az 十 有 zsE 邮 -所 以 
Puy(&rt Sr} —a Pr) -PPyra, 
邵 Pxn 呈 线 性 算 子 ， 田 外 ，YzEX, z=Pur (x— Pur), Pyr | zx— 
Pyx*， 各 据 勾 股 定理 ， 
{zl ={Przl + le— Prl DilP yet!’, 
拨 以 | 可 中 过 1 可见 Pn 是 有 界 自 子 ， 又 当 开关 {有 昌 时 ， 有 xENH， 
z 尖 岂 这 有 时 了 xz 三 2 从 而 
1 一， 
因此 IPxl 宇 1， 战 Pyl 1. 
例 3 考察 Hilbert 室 疝 下" 中 的 投影 算 子 ， 设 好 是 及" 的 一 
个 子 空间 , &1, ez， em 外 旭 中 的 一 组 标准 正 这 条 ， m+ls oa en A 
贡 - 中 的 味 准 正 交 系 ， 网 ei, es …y en 是 杏 * 中 的 一 组 标准 正 灾 夭 . 设 
PP 是 尼 " 到 于 上 的 投影 算 荆 ， 因 为 
Po 人 + 
Hb, i mn, 
所 以 在 基 et ess…, es 之 下 , 和 息 子 卫 相 应 和 的 夭 阵 Caij) 为 
0, 
Ti = (Pe;, 81) = J ;$+ 二 17, 


] 7 = /mm. 
所 GDn # 形 如 


9 

人 
1 0 0 0 
0 1 0 0 0 
0 站 1 0 
Q 0 0 0 
0 0 自用 0 


* ZIS" 


下 面 的 定理 说 明了 投影 算 子 的 特征 ， 

定理 3.3.7 设 卫 是 Hilbert 空间 ,PE 区 ( 开 ). 则 下 列 三 娄 件 
等 价 : 

(1) 了 是 投影 算 子 ; 

(2》 卫 是 自 共 锯 旦 等 咕 (P = 了) 的 算 子 ; 

(C3) [Pxl:= (PX, *), YrET, 

证 明 (1) 之 (2): 设 己 是 于 双关 的 闭 线性 子 空 间 允 上 的 投影 
算 子 。 Yao zaE 芋 , 有 

4 一 已 区 2 Ta = Pao ss, 31 SoM 
从 而 
CPa), #1) =(CPY,, 23) =0, 
于 是 
(Px, a) — {Pr Pra zo) = (Pr Prs) 
={Pr,} 21 Prs) = Cx, Pris). 

所 以 已 是 自 共 统 算 子 ， 又 YzE,PzEM ,因此 POPz) 一 忆 z， 即 有 
五 :一 卫 ， 

(2)=>(3); 由 于 PP 是 等 究 革 自 共 谣 的 算 子 ,因此 , YxE 甩 ,有 

(Pr, x£) = (Px, 7) = (Px, Px) 一 | 了 

《3) 一 (1 因为 YzERE,(Pz 2 一 人 Pz 是 实数 , 由 定理 8. 9.3 

知道 已 是 自 共 因 算 子 , 于 是 有 
(Px, x) = Pr):= (Pr, Px) = (Pr, 2), YAEE, 
令 肝 = {2EK|Px=x}, 显然 于 是 蔷 的 用 线性 子 空间 ， 我 们 证明 卫 
是 及 到 如上 的 投影 算 子 ， 由 于 
((P— Pyx, x) ={Pr, £)— (Px, 1) =0, YrEX, 
从 而 王 王 产 ， 因 此 YYx 人 SS 芋 ， 
PlPx)= Px = Px, 
即 有 PxEMM， 现 对 每 个 xE 屯 , 作 分 解 * 王 Px 十 (x— Pr), 
2217 s 


| pr Pt ds i i re et ed Te 


网 PzE 池 ,是 YE 时， 
(z— Pa, 的 一 《的 一 (下 2 的 一 (3 的 一 (Y PP 
=(x,y— P=0, 
可 见 * 一 PzE 开 -因此 Pr 是 x 在 时 上 的 投影 ， 这 就 是 说 , P 是 到 
于 上 的 投影 算 对 ， 证 毕 . 


+8. 3. 和 4 正 算 子 


定义 8.3.3 设 工 是 Hilbert 空间 , PE 拘 ( 瑟 )， 如 时 YzEX， 
《Tz 2) 实 0， 则 钦定 是 正 算 耶 , 记 为 全 尖 人 
设 革 ,TE 六 (ZX), 且 Ti--T 守 9 则 称 卫 不 小 于 Ts( 或 称 工 ， 
不 大 手 7)， 记 为 四 之 (或 Pa<c7)， 
显然 , 正 算 子 作为 自 共 罗 算 子 ,上 友之 , 则 不 然 ， 
.以 下 设 了 是 Hilbert 空间 ， 由 正 第 子 的 定义 可 以 得 到 下 列 考 
质 : 
1?” 设 亚 是 起 上 的 正 算 子 , 则 的 任何 非 负 整数 逢 呈 "也 足 正 
算 子 ,因此 了 的 任何 共有 非 负 实 系 数 的 多 项 式 己 (2 也 电 正 算 村 . 
注 设 PO0D= 二 qd 十 十 0 加 是 4 的 这 多 项 式 , 则 称 
PITY = 0 二 nT" 
事实 上 , 若 % 为 懈 数 , 设 4 二 2K, 则 
(和 rz 4) = (Ter, x) = Tir, Tr) 0 (YrER)., 
车 名 为 再 数 , 设 4=26 十 1, 则 
《和 ng， 了) = (Ttp, = TP), Ti) 0 CVIER), . 
从 而 YREN,T" 是 正 算 子 ， 由 此 可 知 
(PITO)Z, x) = Aa, £) a Tr, 2) Fr a (Tx, ) 
-x0 (VrEX; G0,i=0,1,2,1; 0), 
因此 PC) 也 是 正 得 和 子 . 
La 


2” (广汉 Schwarz 不 移 式 ) 设 了 是 瑟 上 的 正 得 子 , 则 Yx， 
4 万 入 ,有 
[Tx, y) | TZ x) TY, 1). {8. 3,11) 
事实 上 , 令 一 十 MT3, 拉 思 基 中 让 为 实数 , 则 
OCT zi 一 (zy #2) +241 (Tz, WD | ATCTz, 9) TY, ). 
上 忒 右 端 是 4 的 二 深 三 项 式 ， 它 的 值 总 是 非 负 的 , 疏 其 判别 式 不 大 
于 零 , 即 
4 (Tx, yg) A Tz, 9) | (Tr, I TY, ¥), 
因此 不 名 式 (8.3.11) 上 成立， 
为 了 讨论 下 廿 的 癌 题 , 我们 先 引 人 单调 自 共 辊 算 于 列 交 共 仿 ， 
设 { 人 (2 一 4,2,…) 是 Hilbert 空间 工 上 的 自 共 辆 算 子 列 ， 如 是 
1 it(z=1,2)， 则 称 他 是 单 圈 上 上 升 的 ， 如 果 Ts, 宇 T,1 


or 


《Ca 一 二 2 ， 则 称 {Z 小 是 单调 下 降 的 ， 单 调 上 天 或 单调 下 降 的 自 
定理 8.3.8 设 好 ,} 是 Hilbert 空间 天 上 的 一 致 有 界 的 单调 
自 共 办 尊 子 列 , 则 存在 唯一 的 自 共 范 算 子 了 TS 壤 ( 革 ), 使 得 
T， 一 7. 
证 明 不 妨 设 {|} 是 单调 上升 的 ，Y#,mEN， 设 wy, 令 
人 Tin 一 于 一 了 yy 网 全 5m 是正 算 子 , 畴 {wj 一 艇 有 界 , 从 而 证 ww} 也 一 
至 有 界 , 即 习 商 汪 0, 使 得 
is 
几 定 理 8 .3.6 及 了 的 下 性 ,得 
站 (2 TY 
表册 广 光 Schwarz 不 等 式 , YzE 训 ,有 
| 站 
Tint, (了 
二 出 (1 了 2 


省 ol» 


因此 

有 (38. 3, 12) 
因 {24+ 诗 调 圭 天 且 一 到 有 寞 ,从 而 {CT5nz, z+ (YzE 革 )} 是 单调 下 升 
的 有 有 务 数列 ,因此 它 有 有 限 的 航 限 ， 于 是 汝 3， 人 人 co 时 ，(: 4， 
7) 一 0。 由 (8. 83, 127 式 天 ， 

和 一 0) 
从 而 好 对 是 下 中 的 枯 本 列 ， 由 于 及 完备 ， 因 些 { 了 ,2*?} 收 人 证， 由 定 
理 7.6. 1 知 ,唯一 的 TE 禾 ( 了 ), 使 得 

Tr. 
Yz, 站 天 , 由 
(Ta, = lim Ts, 8) — lim(t, Day) = (2, TY) 


知 ; T 是 下 上 的 自 共 施 算 了 于， 证 毕 ， 

定理 8.3.9 设 王 是 Hilbert 空间 瑟 上 的 正 算 子 , 则 存在 唯 
一 的 正 算 子 SE 办 (了), 使 得 S87= 人 外， 称 仿 为 人 的 正平 方 根 ， 记 为 
7 二 “上 是 丰 的 某 一 多 项 式 序列 在 强 收效 意义 下 的 极限 ， 于 是 与 
和 可 交换 的 任何 算 子 必 与 刀 + 可 交换 . 

证 明 不 妨 设 6<PsT 否则 用 | 到 人- 2 代 者 于 即 可 、 匠 到 存 
在 正平 方 根 8, 则 由 了 := 8? 得 

一 325 一 -一 人 3， 
Rl 
2(1— 8)=1 T+ (TN)’, 
仿 4=1 一 8,B=1 一 T, 得 到 
4 一 本 全 AY. (8. 3, 13) 


因此 问题 办 结 为 证 明 满 是 (8,3.13) 的 算 子 4 存在 ， 我 们 用 交 代 法 
证 盟 这 一 事实 . 令 
。 2Z20 。 


4 “0, 41 (B+ AY), 2 dat1 一 计 (B 二 各 )， ‘+ (8, 3.14) 


现在 用 归纳 话 证 明 {4;】 是 单调 上 升 的 .显然 40，4 以 及 
一 4 者 是 正 算 子 号 的 非 负 实 系 数 多 项 式 ， 因 此 都 是 正 算 子 . 今 
沁 A 1, 4 [以 及 A 一 压 ， -1 本 邦 延 召 的 具有 非 负 实 系 数 的 多 项 式 ， 
看 (8. 3. I4) 可 以 看 出 A,， 4，, -1 可 淆 换 , 从 向 
4 一 由 = 于 (外 一 名- 一 王 (4 二 由 (4 一 如 


也 是 8 的 具有 非 负 实 系数 的 多 项 式 ， 帮 为 正 算 子 ， 至 此 我 们 证 明 
了 {4.} 是 单调 上 升 的 . 
其 次 再 用 归纳 法 证 明 上 4s 1 对 4 二 0,1,2,，… 成 立 , 当 n=0 
时 显然 成 立 ， 现 设 14,1<1 对 基 个 zeEN 成 立 , 于 是 
[A lz B+ 1). 


因此 上 4,1 志 1 对 一 切 * 所 NN 成 立 , 肥 仁 ,} 一 臻 有 界 。 由 定理 8. 3.8， 
{d} 经 收 敏 于 某 一 自 丰 力 算 子 AE 绾 (I)， 据 此 可 以 证 朋 {4%} 强 
收 敏 于 4 ， 在 等 式 

dar= (Bl AR)s (VzEX) 
中 , 令 h->o0, 得 


Ar=5(B A)z, 
闭 A -3 (B ;42)。 


每 个 4 都 是 吾 -= 工 -的 多 项 式 ， 因 此 也 是 了 的 多 项 式 ， 故 

5=7 一 4 是 下 的 多 项 式 序列 在 强 收敛 意义 下 的 极限 ， 由 于 凡 与 J 

可 交换 的 有 界线 性 算 子 必 与 的 任 一 多 项 式 可 交换 ， 因 而 必 与 
可 交换 . 

最 后 证 明 & 的 哈 一 性 ， 设 & 也 是 多 的 一 个 正平 方 根 ， 妈 
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5S"? 十， 由 于 尽 人 二 5S， 二 TS 则 芋 与 克 训 变换。 于 是 58: 与 58 可 
交换 ， 令 C.0' 分 别 是 3S、S' 按照 上 面 的 作法 击 得 到 的 正平 方 很 . 
VaES 念 9 一 (3 一 So 出 
村 十 人生 村 《CC 的 十 (CC 十 性 的 
= (OF, D+ (Og, By, + (SY, ¥) 
=((S -SNy, == (CH | 8) 08.8) 7, y) 
= Hr, = (TT), =0, 
由 而 Cy 二 0C'# 二 8. 于 是 
yb-= 8, = (8— 8S)z, y) 
= (OC, 8)— (Or, 的 
{Or CF — (Cx, Cy) 
= 一 0， 
即 YrxE, Sz Siz, 因 此 S'- .唯一 性 成 立 ， 证 举 . 
推论 8. 3. 10 设 外 为 Hilbert 空间 了 上 的 正 算 子 , zoE 节 ,和 若 
{Tro, x0) — 0, MI Tro= #4. 
这 是 因为 
0= (Tro, oa) = (TET Ezo, x0) 一 | Tzol’, 
即 翁 ,一 0, 故 Txo 一 TTE2x0) 9， 证 毕 . 
推论 8. 3.11 设 部 是 Hiibert 空间 , XX 上 的 自 共 辊 算 子 了， 
处, 满足 7 ms 下 上 的 正 算 子 全 与 人、 了, 可 交换 , 则 TY: 了 TT 了 ，. 
这 起 国 为 ， YYGSX， 
CTiay 4) = (TT, Thr) (Te Ty, T Hz) 
= (TT, ), 
对 以 TT, 守 TT。. 
例 4 在 Hiibert 襟 站 00, 了 DD 上 性 妖 工 子 工 : 
Tx(fy= {rtt), YrEL (0, 1). 
站 A222 9 


由 十 
(Tw,2) = 六 下) =| tat at (vrert0, 1)), 
0 站 
所 以 了 是 正人 算 于 ， 定 六 算 了 于 六: 


S(t)=Nv F rtt), YrEL 0, 1). 
显然 , 仿 志 是 正 算 子 ,而 且 YxEL (0, 1)， 
SY SOS = 一 
因此 S = 了 根据 平方 根 的 唯 -性 , 仿 是 了 的 唯一 平方 根 . 


*8. 3.5 正常 算 子 

定义 8. 3.4 投 且 是 Hilbert 空 间 , TT 二 和 示 ( 天 Y. 如果 TT* 二 了 + 人 T， 

显然 自 共 鹿 算 子 龙 正常 算 子 -. 

下 面 举 两 个 正当 算 子 的 例子 . 

例 5 设 开 是 Hilbert 空间 ,了 TE 桨 (和 )。， 昆 然 ,下 十 呈 是 自 站 
罗 算 子 , 从 而 也 是 正常 算 子 . 

例 8 设 芝 是 Hilbert 空间 ,及 是 下 的 闭 子 空间 ,Pi 基于 上 的 

影 算 子 , Ps 是 型: 上 的 投影 算 子 ， 考 虑 算 子 克 一 为 P; 十 jaP:, 这 里 
4 是 复数 因为 已 ,已 :是 自 共 秒 算 子 ， RET* = Pd AsP,. 也 
因为 
PP.x = PPix=—d, YrEX, 
所 以 PPs 与 PP 是 零 算 子 , 从 而 有 
了 = | 4 十 |4s| :P= 全 *T. 

因此 了 是 正常 算 子 ,容易 看 出 , 只 有 当 4i,4s 是 实数 时 ,了 才 是 自 波 
绒 算 子 ， 

例 6 说 明正 常 算 子 可 以 不 是 自 共 锡 算 子 ， 因 此 和 白 共 辊 算 子 他 
伍 只 是 正常 算 子 类 的 一 个 子 华 . 


* 了 了 


下 面 给 由 正常 繁 子 的 … 个 烷 征 性 质 . 
定理 8.3.312 投 导 是 Hilbert 空间 ,YE 党 ( 和 不) 风 生 是 正常 
算 子 二 | + = 二 1Tx1, Yx 亿 四. 
证 明 “地 投了 定 正 常 算 子 , 则 
ITxl?= (Tx, Tx) = (x, T+T2) 
= {x, TT*y) = (TT*r, Ttr) 
一 | 了 xz 上 (YrzEX), 
部 1 一 ‖ xz CYzEX), 
“I= (YrEX), 则 
CETTE PHT)Y, £1) 一 《Te 2) (THTY, 和) 
= (Try, Ttz) — (Pr, Py) 
= Trel Tl:=0 (YreEX). 
千 是 ,TT* 一 人 T* 人 TP 是 零 算 子 , 即 TT*+=T*T， 证 毕 ， 
一 般 , 两 个 正常 算 子 T1,T; 的 和 卫 十 呈 与 积 了 2 不 是 正常 伯 
子 ， 但 正常 算 子 了 与 任何 xc 下 的 数 乘 wz 是 十 常 算 子 ， 
定理 8.3.13 设 了 是 Hilbert 空间 三 上 的 正常 算 子 , 4 是 任 
一 复数 , 则 47 一 和 是 正常 算 子 . 
证 明 因为 了 一 2 所 以 
AF— THAT— Tt OAT— TA 一 下) 
=|AlT~AT -AT* -TT 
= |ADT— AT— AT*++THT 
一 《AT 一 了 DD)*(A47 一 了 )， 征 芋 . 


*9,3.6 本 算 子 

定 光 人 3.5 设 天 是 Hilbert 空间 , TE 澳 ( 卫 ) 是 双 锋 ， 如 果 
7* = 了 T-!， 则 称 了 J 为 西 算 子 . 

显然 , 梢 算 子 必 为 正常 算 子 ,反之 则 不 然 ， 
224。 


入 注射 , 且 旦 保 范 算 子 , 即 YrEX, 上 Tz1 二 42 了 
证 明 “=>"; 设 T 居 轿 往 季 ,由 由 算 子 的 定 关 知人 居 芋 到 XX 的 
满 射 , 瑟 了 了 人。 于 是 
站 = 
= (2, 8) = CYxEX) 
ej = 1x CVEX), 
<=: 设 人 是 下 到 玉 的 满 射 , 划 是 保 范 算 子 ,于 是 人 5E 移 (于) 是 
双 和 如 ,从 而 了 在 全 空间 站 省 有 定 浆 ,又 因 为 
CT 2) = Tr, 2 — (x, 2) 
= Tr, TX) (x,t) = 《YE 
从 而 了 TJ， 汪 是 T*TT ?= 了 0, 即 TT*=77 1 因此 7 了 是 西 算 子 . 
证 毕 ， 
例 7 外 Hilbert 空间 二 [0,2x] 上 作 算 子 了 如 下 : 
Trt ye rt) (VELTO, 2x]). 
显然 ,了 TE 光 (天 [0,2z 有 是 双 射 ,并 于 
Tg(t)=e rf) 《YE 
多 
Cre =| orzlt) Et =| ot) oT 
一 (zy e 的 (Ve,yELF0, 2x]), 
从 而 得 到 了 的 共 罚 昔 子 7T*; 
T*a(t)—=e te(t) (VrELTEO,2a)). 
办 此 二 于 革 必 大 往 算 子 . 


习 题 8.3 
1， 试 求 下 列 天 上 筑 子 的 共 狐 算 下 : 
"225 。 


[1 Pir s,s a ds 
(C2) 了 
(3) 了 
Cd) DE sas Ts Os 
(C5) Tyia Top ,Dy Os 
如 一 下 个 
(6) Tir Tap an io (Cont), 
2. 试 求 下 列 2 一 co, 二 co) 上 算 子 的 其 多 算 子 : 
《17 TegattIorit th; 
C2 Tr tt 二; 


(3) Ti gl) Ft) 1 x(—t£)]. 


3, 第 1 题 与 第 2 题 中 ,哪些 算 子 是 自 茧 酌 的 ? 

4. 车 和 是 Hilbert 空间 六 上 的 自 共 斩 算 子 且 可 逆 ， 则 于 ": 也 是 自 其 罗 
算 子 . 

5， 设 于 是 Hilbert 空间 ,9E 彼 ( 生 )，{fe 直 是 瑟 中 的 完备 标准 正 交 茶 ， 若 
Ym 2EIN, 有 (人 es em 一 (人 enes)y 则 了 是 外 革 罗 的 . 

6， 设 疡 是 Hilbert 空间 外 的 亲子 空间 于 上 的 投影 算 子 ， 则 Prz 一 zx 
NM Pr—0rtN:, 

7 设 fed k 民 =1，2， 0) 是 Hilbert 空 癌 下 中 的 标准 正 交 系 ， 六 二 
spunferjs 则 玉 到 闻 上 的 投影 算 子 了 可 表 成 


mn 


Pr 一 > ， [ 空 ， BL ers YeeER 


上 =1 

8， 设 了 与 @@ 分 别 是 Hilbert 空间 革 到 闭 子 空间 下 与 研 上 的 投影 算 子 , 则 
下 列 诗 荣 休 等 价 : 

(1)》 旭 一 了 了 过 投影 乏 广 ) 

(2) 总 一 已 是 开 竹 子 和 

C3) |Pz|| 委 1 人 zl vre Xs 

(4) FO; 

15) P=P; 

(G6) PO=P. 

9， 设 下 是 复 Hilbert 空 间 , TE 名 (XY)， 则 人 了 = 一 了 Yrze， RetTz,2) 
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10， 坦 后 是 Hilhert 空间 部 上 提琴 带 算 子 , 则 YEJv， 存 

一 4 

11. 设 脏 是 Hilbert 誉 则 ,了 1a| 十 | 六 {二 1 则 QTRT* 是 正常 
算 本 . 

12. 和 为 开 iibert 共同 开 上 的 正常 算 子 汪 了 可 表 汐 了 一 了 二 1,， 苯 中 
了 ma 汶 可 近 换 的 自 共 辑 算 子 ， 

13. 第 1 是 与 第 2 题 中 ,哪些 算 子 是 西 算 子 ? 

14， 滩 及 是 Hilbert 安 间 ,TF 嫩 (XN), 则 是 可算 子 忆 T* 蚌 西 算 子 . 
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“第 九 剖 ” 线 性 算 子 的 庶 


谱 论 是 线性 代数 中 矩阵 晨 征 值 理 论 的 自然 着 广 ， 世 是 线性 记 
渍 分 析 中 算 子 理论 的 重要 内 容 . 一 艇 情 襄 下 ， 为 了 漠 消 楚 ~* 个 线 
性 算 子 的 结构 形式 , 首先 说 要 研究 它 的 湛 性 质 . 


$9.1 有 姥 线 性 算 子 的 谱 
9.1.1 谱 的 概念 
本 彰 中 用 全 形 示 复数 感 ， 并 且 假 定 所 讨论 的 空间 一 般 都 是 
复 的 . 
考察 % 个 未 知 数 的 线性 方程 组 ; 
A 


{oi |- CooTa :TT onTn TO— Yas 
Ca, 1.1) 


Gn Graal et marn = 
其 中 后， RD) a= (ry fos rr dg 一 
C9， Yn)， 用 矶 表示 方程 组 9. 1. 1) 的 系数 算 际 (017 5s 所 
对 应 的 级 性 算 子 ,所 本 地 ( 妨 ,并 且 方程 组 (9.1. 1 可 以 写成 


A 
对 于 MEC, 共存 在 x 关 9, 使 得 
df 一 Ad 


如 称 和 是 4 的 特征 什 ， 它 意味 着 (4--4Dz=9 有 非 零 解 ， 即 算 子 
(4 一 条) 不 存在 逆 算 子 , 因此， 我 们 为 了 弄 请 危 算 子 4 的 特征 值 ， 
必须 泛 狱 算 了 (4 一 4 站 是 否 有 逆 算 子 的 问题 ， 

现在 我 人 转向 讨论 无 限 维 空间 的 情形 ， 
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定 兴 8911 设 天 是 复 赋 范 线性 空间 ，PE 条 (7)，4E 忆 如 
办 算 池 到 -4 慧 正 网 的 则 称 4 契 算 子 了 的 下 则 态 ， 全 的 下 则 高 
全 体 称 为 工 的 正 刚 集 旨 更 解 集 ， 记 为 p(T)， 淮 45Ep(T》 时 ， 称 
(Z 一 2 站 是 严 的 移 解 算 了 ， 记 为 如 (或 已 ， 不 是 正则 瞩 的 复 
数 4 称 为 下 的 谱 点 ,其 全 体 称 为 王 的 并 , 记 为 5 
显然 ,PCTD Uo =C ,POD NGIT)= 
从 方程 
(CT ATS (9. 1. 2) 
求解 问题 的 角度 来 其 ;, 了 的 正则 点 、 谱 点 的 意 疼 如下; 
(1) 部 时 AhEpfT) 那 来 (了 -47- 就 是 定 交 在 全 空间 下 上 的 
有 界线 性 竹子 ， 这 等 价 于 {9.1. 2) 对 任何 35 了, 让 唯一 解 
z=(T—Al)-'y, 
而 且 当 久 -> 上 时 ， 解 和 二 (了 一 4 一 解 z 一 (一 47 四 即 解 
2 连续 地 依 来 于 自由 再 妨 、 
(2) 当 AEo({T) 时 , 方程 (9.1. 2) 的 可 解 性 以 及 解 的 情况 非常 
复杂 , 可 分 下 到 三 种 情形 : 
(Gi) 卫 --47 不 是 单 射 , 即 相 应 于 (9- 1. 2) 的 齐 次 方程 
(T—ADNz=8 (9. 1. 3) 
有 非 零 解 ,期 习 20E 下 , zo 天 0 使 得 
‘T— ANzro=0, 
这 时 , 称 和 4 是 了 的 特征 值 , 称 z 是 了 的 相应 于 4 的 特征 辣 量 ， 并 称 
夺 的 相应 于 4 的 特征 向 量 全 体 所 张 成 的 线性 子 空间 是 全 相 应 于 特 
| (四 二 {xEX| (下 一 4 站 2 一 从 ， 
因此 , 多; (TT) 是 了 的 闲 子 空间 ，T 的 特征 信和 爹 体 称 为 本 的 点 谱 , 记 
为 Op (DD). 
[iiy AEc (CD) 一 gp(T) ,然而 议 全 一 ) 关 对 ， 这 时 ,了 一 A1 虽 
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迁 昔 射 ， 但 七 (7 一 4 站 -天 ， 它 等 价 陡 至 沈 方 程 人 1 3) 虽 没 
有 非 零 解 , 但 方程 (9. 1. 2 并 不 是 对 任何 3 全 玉 都 可 解 ， 

(iii) AEa (7) 一 gp (PD), 并 且 统 (一 条 ) 一 处, 然而 (TP 一 47) 
并 不 是 有 界 的 , 它 等 价 于 方程 (9. 1. 2) 虽 对 任何 %EE 天 有 了 唯一 解 如 
但 并 不 连续 地 依赖 于 y。 

(Lu iii 两 类 谱 点 合 称 为 全 的 连续 谱 , 记 为 oT). 

由 逆 算 子 定理 知 ， 当 革 是 Banach 空间 时 ， (ii) 的 情况 不 会 
出 现 . 

了 下面 举 几 个 合子. 

例 1 在 关中 作 “ 右 移 ? 算 子 

Tx= (0, 21 to Y= {Tl Ky, EL. 
显然 了 和 全 我 们 证 明 op (人) = 多. 

当 4=0 上 时， 下 Tx 二 (0, 2 Yo) 二 立即 可 知 二 22 二 … 
二 0, 即 =, 

当 4 关 0 时 ,由 

0= (T—ANDzF= (0, T,Xay rd) — (Ar Ars, ATas +) 
一 《一 上 ri ri— Aroy To— Ara, '**) 
可 知 2 一 za 一 … 一 0 凤 字 = 有 因此 0107D = 所. 

此 外 , 容易 看 出 , 算 子 全 的 值 域 不 会 充满 上 六， 因为 T2 的 第 一 
十 坐标 符 是 0 因此 0EGeue()， 证 毕 . 

例 2 设 了 : CL0,11]>0[9, 1 是 乘法 算 子 , 邵 

T(t)= txtt), Yr IECLO, 1], 
刚 ECO00,1D), 并且 oT 二 oD =00,11. 

证 明 TE 管 (CL0,1] 是 显然 的 ， 我们 尘 证 明 o C0) 忆 [0,11. 
YAELO, 1], 容易 看 出 T 了 一 4 是 CL[90,1j] 到 CD09, 13] 的 双 艇 ,由 逆 算 
子 定理 , {TT 一 4D 是 CO IT 上 前 有 上 愉 线 性 竹子 。 从 而 4Ep (C7)， 
路 4Eect7) ,因此 e 弛 (人 )C[O,1T]- 

3 人 0 


再 证 [0, 1JCoofT YE[C01] 方程 
(TADz(t)=0, 
地方 程 
(tN rtty=0 
只 有 有 淮 稻 2 让 三 0CY E500,1D, 得 统 ( 了 了 一 4 冯 0C00,1j, 例如 x(t》 
三 1ECFo iT 而]E 且 (了 一 4 门 , 因 此 4EafT) 邯 [LO 1]Co,.(T). 
再 由 
[90,1]CoaAT) Co(T) CL0,1] 
就 和 扼 道 ” of) 二 oc(T) 二 [0,1J]， 证 举 ， 
例 3 设 纪 是 可 中 只 有 有 有 限 个 华 标 不 为 0 的 复数 列 全 体 按 
的 范 数 记 成 的 峰 范 线性 空间 ， 令 


Tx 一 (zi 学时，0,0,…》 
Y= (ris ay rs Tn OQ DO, ET. 
显然 TE 和 CD), 并 入 了 了 7 存在 ， 了 的 定 闵 城 是 Po， 
人 
Yi= CE ays Ta 0 Os, 
了 作为 后 上 的 线性 径 子 是 无 办 的 ， 事 实 上 ， 
T= sup iron 
= 00, 9, 0, Rs O00, ) | ==», 
共 中 ev 二 C0,0,…,0,1,0,.…)， 因此 0 是 卫 的 第 二 光谱 瓜 . 


其 个 


9.1.2 有 上 异 线 性 算 子 的 谱 性 质 
从 上 面 的 讨论 可 以 看 出 ， 谱 的 性 质 依赖 于 所 考 虚 算 子 的 定义 
罕 间 及 算 子 的 类 型 ， 本 节 主 过 讨论 定义 在 复 Banach 空间 车 的 有 
线性 算 子 的 谱 性 质 ， 
ss Zil* 


定理 和 1.1 设 下 是 复 Banach 空间 ,PTE. 生 ( 系 ?)， 如 时 | 台 | 二 
1, 测 了 -了 有 定 必 在 会 宝 间 六 上 的 有 界 逆 算 子 
CD) 


下 一 山 


(这 里 六 一 站 并 且 上 7 一 开关 了 一 [7 了 一 iT 


证 明 因为 了 是 Banach 室 间 ， 所 以 更 () 是 Banach 空间 . 
由 定理 7.1. 8 知 , iT 雪人 大 而 有 于 委 1 局 ， 又 1 志 1, 于 是 
TT 二 oo， 记 8 一 S174, 则 5, 是 Banach 空间 


忆 = 放 时 二 性 大 二 必 
更 (于 ) 中 的 基本 列 ， 设 8.>ToE 角 (于 ), 则 To= 和 Ts。 经 过 简单 


验算 就 知道 

(T_T)S, = S(T Tt tl 

在 上 式 中 令 4>co, 并 注意 到 7"*!->0, 就 得 到 
CIETYTs = TT) = 

因此 


并 且 


T= TT) TT 


A DME HA 一 一 反 T 下 


外 二 0 

推论 9. 1.2 设 X 是 复 Banach 空间 ， 了 ES 客 (了 ) 具有 有 界 过 
算 子 , 则 YATE 喇 ( 开 )， 当 |A7 二 [7 村 时 , 算 子 态 = 了 + AT 也 
有 有 界 的 人 逆 算 子 8  , 且 

- = DPIAT)T. 

证 蝎 泗 8S=T+AT=T(T7TTIIATY, HTTATISEIT" 2 

[A 之 1 碍 定理 .工人 AT 丰 有 办 迹 茶 子 AT 
+ 2 


容易 监 延 (7 -| 开 -AZ)-I2- 便 是 有 的 道 算 子 ， 北 实 
STETIATY T=TO TIAT) OT tT IAT) IT-! 
一 了 了 一 了 
同 理 (T 二 ZIAZ)-IP-S8= 并 再 由 定理 9.1. 1 就 得 到 
S71 TF PAP)IT! = TPAT)T, 证 圣 . 
下 = 
定 更 和 .1.38 设 和 是 复 Banach 空间 ,FEG 喇 (和 )， 则 
(1) 当 | 放 渤 ]T[ 时 ， 生 p(T)， 且 相应 的 鲁 解 算 子 RR 按 算 子 
范 数 收 第 的 意义 可 展 成 如 下 级 数 : 
Try Tn 
R= ~ 2 rT 
玫 二 用 
RR; 的 范 数 满足 不 等 式 
1 
Bl 二 
Bl) 
(2) 设 AEp(T)， 当 |AX < AAAEp(T), 且 R, 
按 算 子 范 数 收 葡 的 意义 可 庚 成 如 下 的 级 数 ; 


B= (1 (hn 一 放下 


(3) Pp{T) 是 开 集 , 0( 了 T) 是 有 界 闭 集 . 


证 明 (1) 当 |X[ 沁 TI 时 ， 有 | 


址 有 有 界 逆 算 子 ,从 而 一 2 人 7 一 二 了 一 入 有 有 界 族 算 子 , 玖 
4SAP(7) 并 且 


一 1, 由 定理 9.11, 7 一 
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(2) 因 窟 pCT), 所 以 了 T 一 A 是 正则 算 子 ， 又 


Tuf=T_ AT-AAL, 且 1--Aar1=1A41 < 就 
起 


据 推 沦 9. 1. 2 了 一 上 是 正则 个子, 从 而 4Ep(T), 并 上 且 


R= SRCAAMDTY B= SCD" "(pAY ， 


(3) 由 2), p( 如 的 每 一 个 点 都 是 内 点 ;从 而 PT 了) 是 复 平面 
CC 上 的 开 集 ， 因 此 oT)= 人 一 p(T) 是 复 平 而 避 上 的 闭 插 ,又 
oT)C CECIINEITD, 故 ol(T) 是 有 界 闭 集 ， 证 毕 . 
例 4 在 站 中 定义 算 子 下 如 下 : 
Tr- (0, wy — ass — Tag. 
YE (Ty Kory Tray EL 
试 研究 工 的 谱 . 
了 显然 是 线性 算 子 , 因为 
Trl = 1z] = 六) EE 
所 以 TEC00), 有 1THI=1., 
(1 当 14 全 人 = 工时 ,ASPCZV 
《2) 如 果 ( 人 TT 一 A4D)x 二 8, 即 
【一 和 7 一 后 一 Age 一 和 一 
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分 以 下 两 各 情况 讨论 ; 
Q) 当 4s0 了 时 ， 可 推 基 71 一 Ze 一 一 2 一 一 人 
(ii 当 4 关 0 时 ,也 可 推 知 2 一 za 一 一 za 一 一 0. 
总 之 ; 不论 哪 一 种 请 况 ,都 得 z 三 0 因此 0p 人 <T) = 应 ， 
(3) 当 j4| 过 1 时 ， 由 (27， 了 一 47 是 单 射 ， 分 以 下 两 种 情形 
讨论 : 
ti 当 4 一 和 时, 二 热 全 一 4 人 人 王八 关 六 
QD 当 0<14| 委 1 时 , 任 取 一 复数 4 天 0， 册 8Y = (0,0,0,-…)E 
上 ,假如 35 二 (zz Xa 和, 使 得 
(T—Z1) r=Y, 
则 有 
《人 一 一 一 一 
一 和 -1 一 ay 


从 而 可 推 知 


V1 = (一 ) ?sss ze 一 《一 Dns 


于 是 
_ < al ， 
let- 本 外 散 (TH 之!) 
这 说 明 xELl!。 所 得 矛盾 说 明 不 存在 +EL', 使 得 
(CT— ADN X=y. 
WP AT) 人) 天 下， 
因此 , CAEC ||Al<1} Co.(D). 
综 上 所 述 ，p (PT)= 4AEC |4l>1}, oT)=06(T)= UE 
C|ia4lel)}. 显然 , P(7) 是 复 平面 C 上 的 开 集 ,0 (7) 是 是 复 平面 
上 的 有 界 闲 集 ， 证 毕 
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可 题 9.1 
1， 冉 范 线性 空间 瑟 上 欣 械 等 算 子 了 的 特征 全 与 相应 舶 特 答 子 空 阅 是 什 
会 ?并 求 出 人 7 和 下 (17). 
3 设 互 一 C[0,2r] egt) 一 eftJ，YzET 证 时 oz 四 一 TAcG| al 
一 十 
3， 设 大 一 个 (0150E 开 和 了 = 一 2 VEZ 史 了 求 口 (0 
4， 设 宝 是 天 土 如 下 的 算 子 ; 
于 1 
求证 : oD = {ACA Yo (四 一 TECN = 并 且 c(2 一 cz 人 
Ug, 
5， 设 五 是 生平 面 忆 上 的 有 界 无 穷 闭 集 ; {0,} 是 丈 的 稠密 子 集 ， 在 电 中 
定 交 入 子 生 如 下 
T's 全 rs Hs) 
则 er 人 si 2 …/ 都 是 了 的 等 征 鼻 ，o7 一 天 于 一 人 zw 中 每 个 点 是 到 的 连 
续 谱 ， 
tf#， 设 年 是 Banach 空 间 ，TE 知 ( 玉 )，A0EPET)， 及 适 定 E 席 (XX) (nn 二 1， 
2 有 ji 一 到 -0 则 当 8 充分 太后 ,各 也 以 4 为 正则 点 ， 
7， 设 互 是 Hilpert 空间 ,了 E 汪 ( 和 ) 8 为 和 的 划 绒 算 子 , 则 cr 人 7) = {2E 
CIAer eT)}. 


§9.2 全 连续 算 子 的 谱 


9. 2.1 人 金 连 续 算 子 的 定义 和 着 本 性 质 
定义 9.2.1 设 邓 ,了 都 是 赋 范 线性 空间 , 史 是 开 到 了 中 的 线 
性 算 子 ， 如 果 多 把 瑟 中 的 任何 有 界 集 喘 成 Y 中 的 列 紧 集 , 则 称 卫 是 
由 于 贱 范 组 性 空间 中 的 列 紧 集 是 有 界 的 ， 所 以 全 连续 算 子 是 
有 界 (连续 ) 线性 算 子 . 
例 1 设 开 .Y 是 赋 范 线性 空间 , TE 儿 ( 玉 ,了 )， 和 如果 TX 是 有 
限 维 的 , 则 了 是 全 连续 算 子 . 
时 这 宁 李 


事实 上 , 设 和 是 也 中 的 任 一 有 界 集 , 因 严 有 界 ， 从 而 全 只 是 了 
中 的 有 界 集 , 勾 人 HCTX， 而 TX 是 了 的 有 限 维 子 空间 ， 赦 TM 
是 列 紧 的 ， 即 是 全 连续 算 子 . 

例 2 设 半 (1 是 ws 和 ps 上 二 元 连续 国 数 ， 作 
ore, 的 到 CLe,5j 的 算 子 人 如 下 : 


(Tp) (3) 一 | Ks, pt, gECLe, 5b. 


今 证 了 是 CLa, 2 上 的 全 连续 算 子 ， 事 实 上 ， 设 型 十 CLe tj 
中 任 一 有 界 集 , 即 35>0, 使 当 BE 于 时 ,19 坟 也 由 此 得 到 


| (Pp) (3) — (9) (52) | 下 (so 站 一 下 (ss 0) | 9) as 
< 去 二 | KG) Ks, t) 1a 


因为 KK(s,#) 是 二 元 连续 消 数 ， 所 以 Ye 二 0, 5 一 0， 便 得 当 | #8, 一 
33| <6 了 时， 


Eo 
[Es 1) 一 政 (《Say 2) [< 


于 十 YeE 时 ,有 
| (To) (8s) — (TP) (ss |<e, 

所 以 ;TM 是 红 e 的 中 等 度 连 续 的 人 尝 ， 又 因为 了 于 显然 是 C[e 
中 的 有 界 集 。 据 大 rzela- 太 scoli 定理 , 了 于 是 CLa, 旭 中 的 刘 紫 集 ， 
期 了 是 爹 连 续 算 子 ， 证 毕 ， 

以 下 用 客 ( 到 ，7) 表示 赋 范 线性 空间 和 到 虞 范 线 性 空间 了 的 
全 连续 算 子 全 体 ， 用 罕 5) 表示 冉 范 线性 空间 所 到 互 的 全 连续 算 
子 金 体 . 

定理 9 2.1 设 苹 ,了 是 冉 范 线 注 空间 ， 则 当 ( 了 , 孔 是 咸 范 
线性 空 简 好 {了 ,了 ) 的 线性 子 空 河 ， 如 果 了 还 是 Banach 空间 ， 则 
(XX, 了 了) 是 Banach 空间 车 (3X, 耻 的 朵 线性 子 空间 . 
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PP ee re 


证 明 设 T,SEF( 有 ,了 ), 今 证 T+SE 多 ( 环 , 了 )， 任 取 革 由 
一 有 界 集 娃 ， 对 {了 +5) 痢 中 任何 一 个 点 列 {CT 二 Sf} (fw 所 姓 ， 
8 一 1 2,…)， 由 于 了 于 是 列 紧 的 ， 所 以 {TF} 有 四 玄 子 列 {Tf,,}. 
又 由 于 SM 是 列 紧 的 ， 所 以 {8fs,} 叉 有 收 证 子 列 {5f,,,}。 从 而 
{{ 了 TT 十 SF} 的 子 列 4CT 十 SS) fi,,} 是 收 伊 的 ， 所 以 (T+) 如 是 列 
紧 集 、 因 此 了 十 SE 客 ( 臣 ， 了 )。 类 似 地 可 以 证 明 ，YaEC，aTE 
(于, 了)。， 这 样 便 得 到 多 (XX, 了 是 乡 (X,， 了) 的 线性 子 空间 . 

当 了 是 Banach 室 间 时 ， 疯 (，2Y) 是 Banach 空间 ， 要 证 明 
色 ( 避 ,了 是 效 ( 了 了 ) 的 闭 子 空间 , 就 是 韶 证 明 : 如 果 2E 安 位 ， 
7) (4 一 1,2,…), 而 且 和 PE 有 (了 )， 使 得 上 ,一 加 1 一 0 时 , 必 有 
ToS 色 (已 , 蕊 ,事实 上 , 设 邓 是 互 中 任 一 有 界 集 ， 并 记 二 一 suplz|， 


Ve>>0, 由 于 Ts 一 人 ->0, 因而 3aoSN,， 使 得 7 一 Zo 地-j 
于 是 , YxENM， 
Ti — Torl HT — Tol ze. 

国 下 到 聚集 Ts, 开 是 开放 的 一 个 #8- 网 又 因为 了 起 Banach 空 
间 , 据 推论 6.7. 6,7o 开 星 王 中 的 列 紧 集 , 即 ToE 管 ( 王 , 了， 证 毕 ， 

例 设 五 《5， 让 是 [a bp] A La, 5b] 上 的 平方 可 积 明 数 ， 令 

(Tx) (8) 一 | "Kls,iyz(tYat (YrELra, 5)), 

则 到 是 全 连续 线性 算 子 . 

证 明 由 7.5 情 5 知 了 TE 沈 ( 工 并 ea，p)， 今 证 耶 下 昨 全 过 
续 的 ， 


”11° 先 设 下 {s, 旭 是 连续 的 ， 并 设 和 44 是 La, 的 中 的 任 一 有 妇 
集 ，YzE4， 


HPs) | -| | Ks, zt)at 


* 238* 


<(| IE(Cs, 6) ac) 人 {rte a ) 


-(| JK (Ce, £1? ty) zl, 


Imzfs — Tx (8,) | = | | xe, £) 一下 (ss )) a(t)at 


<(| | 下 (3 起 一 下 (say D1 zy pal, 


由 于 (3, 四 在 [a, Biey 2 上 一致 还 续 ， 亲 而 汪 而 是 式 说 明了 4 是 
CLa,81 中 有 界 的 洁 度 连续 集 , 据 各 rzela-Ascoli 定理 ,TA 是 OLa， 
5 中 的 列 紧 集 , 其 而 了 4 也 是 [es 下 中 的 列 紧 集 ， 关 此 了 是 全 过 
续 的 . 

2” 访 下 (3s, 2)ED[a,b; 4,501， 探 定理 6.4,5 及 其 注 ， 必 育 
La, Bb; a5] 上 的 连续 函数 列 { 下 (3, 四} (n= 二 1,2,…), 使 得 


站 而 
| | IR (8, tt) —- Ks, t) |dtds=0, 
考 虎 算 子 列 了 ， 
Try (8) 一 [x (s, Datta (VeEL’La, BD, n=1,2,.. 
由 1 所 证 用 是 全 连续 的 ,并 且 
Bs 了 
上 | <(| | 1K Cs, )—K(s, t) lads) Il->0 


(Ro). 


由 定理 9. 2.1 知 严 全 连续 ， 证 毕 . 
定理 9.2.2 设 蕊 . 工 是 赋 范 线性 室 间 ,了 了 E 兴 (人 则 
(1) TX 是 了 中 的 可 分 集 ; 
(2) 如 时 是 峰 范 线性 空间 ,TS 知 ( 了 2) 了 UE 劣 (8, 下) 必 
有 TITEB (EF, DD, TT AEE (2, Y); 
。 239 。 


TE rE ee ed ee pep eho et ee : 


(3) TT“ETF TY, K+), 

证 明 (1) 因为 六 = Uoe%, )， 半 是 YaEN, TO(8, 
是 了 中 碘 坚 集 , 由 推论 6.7.7,TO9,2) 是 可 分 的 , 由 于 可知 TT 证 = 
品 oo, 由 十 了 中 的 可 分 集 


(2) 设 亲 是 艾 中 任 一 有 内 集 ,了 再 合 是 了 中 的 莉 紧 集 , 由 于 
是 连续 上 映射， 据 扒 沦 6.7.13， 于, 全 开 是 多 中 列 紧 集 ， 有 即 了 了 :TE 
GX, 2). 
同样 , 如 果 形 是 和 中 尾 一 下 过 人 党， 因 了 ,是 有 究 的 ， 所 以 Ye 于 
是 下 中 的 有 界 集 ,因而 了 TT, 对 是 了 中 的 列 此 和 集 , 团 了 T,E 儿 2, 站， 
{3) 设 {p,} 是 站 中 在- 有 界 点 放 , 邻 证 明 必 有 子 列 {ps,}; 使 
得 二 ?在 卫 * 中 按 范 数 收 仇 ， 设 是 TX 在 开 中 的 亲 包 ， 则 他 
是 工 的 亲子 室 间 ， 并 且 是 可 分 的 ， 所 以 G 中 有 可 数 的 稠密 子 集 
雪人 一 1，2， 和 )， 根 据 {9o 是 有 界 点 列 ， 用 类 似 于 证 朋 洁 理 
7.6.6 的 “ 熙 有 线 " 方法， 可 愉 {19 中 朱 出 子 列 {Pa 在 地 时 (= 和 
2, … 王 处 处 收 和 长 由 于 可? 上 有 估 ， 地 村 在 如 中 壬 密 ， 据 定理 
7.6. 2, 存在 G 上 的 连续 线性 泛 国 ,使 得 YEC 有 
Pa DP {i>00), (9. 2. 1) 
再 按 泛 荡 延 拓 定 理 ， 将 保持 范 数 不 变 地 延 扩 成 了 上 的 达 续 线性 
渗 团 , 仍 记 为 Pp， 今 证 明 
IlT*e, —T*e l= (i>00). (9. 2. 2) 
事实 上 , 设 仿 是 天 的 单位 球 疝 , 则 
[Tp "ph= supleor, (Tz) —p(T) | 


= sup [Pn —P (1. 


和 日 于 和 说 是 有 界 点 列 , 8 是 有 界 泛 荡 ; 所 以 习习 > 汪 > 0, 使 得 49 之 形 


，2<40 。 


人 二 20 型 Ye 由 于 TS 是 列 嘴 的 ，{ 在 好 中 
宇和 路 , 叶 闻 在 让 让 存在 有 有限 个 向 量 ， 不 妨 设 为 扩 ,ya pwvvgn 构成 


7S 的 了 下 DD 区 1， 因此，YzSES， 必 在 在 基 个 yj, 所 0 志 讽 )， 
使 得 
妇 
[Te -ys | <r 


又 由 于 1 9 …, Ya} CG, 据 (9.2, 了), 对 于 如、 各 、…、 Ym 必 有 aaE 
NN, 使 当 i> 记 时 ， 


| ps, Ci) 一 人 人 [< j=1, 2, "Tn 


所 以 当 让 io 于 , YzES, 都 有 
[pn TE) 一 下 
十 一 归 ) 《io | 


< 


Di 三 
2 于 3 Ti) 3 


因此 当 i 注 记 时， supl Pa Tr) — WT) [<e, 有 (9. 2 2 了 式 成 立 ; 
证 毕 , 

下 面 是 定理 9.2.2 的 一 个 重要 推论 , 

推论 9.2.3 设 世 ,了 是 册 范 线性 空间 ,TE 才 ( 基 ,了 )， 则 全 必 
将 王 中 弱 收 化 于 zx 的 点 列 {z+ 映 成 了 中 强 收 化 于 了 xz 的 点 列 

证 明 留 为 可 题 . 


9.2.2 全 连续 算 子 的 谱 
定理 9.2.4 设 忆 是 复 Banach 空间 ,ZTE 冤 (Y),4AEC， 如 时 
KAT TT) = ,NAEpD). 
证 明 当 dm 之 十 co 肘 ,定理 的 结论 是 明显 的 , 所 流 不 妒 这 
= 24 * 


eb. 


ia = ee Car Bp er 


了 ii 六 == -[- cc， 
国 为 缠 (4T 一 加 王 蔗 , 我 们 说 人 有 4 关 0， 来 实 上 , 如果 到 (人 
= 一下， 则 由 定理 7. 4. 5( 开 映射 定理 ) 的 证 明 刘 得 到 的 人 (7.4 2) 式 知 
道 ,存在 e 盖 0, 使 得 
TTB, 0 O00, 2 O50, 1), 
其 中 S00,1) = {zeEXIIzi=1}。 由 定理 6.8.4 的 充分 性 证 明知 ， 
当 dim 天 一 十 co 时，S(8, 了) 不 是 列 紧 集 ， 这 与 了 十 全 连 续 的 相 书 
盾 , 因 而 议 ( 克 DD 隆 了 ， 即 40. 
要 证 AEp (了 DD), 根据 逆 算 子 定理 , 闪 竖 证 明 A 一 了 是 单 射 就 可 
以 了 , 田 当 MT 一 了 Ts 二 9 了 时, 证 明 必 有 x, 一 0. 
令 
EB, := {ERI OA- T= (R=1, 2 
由 于 (一 PD)" 是 有 界线 性 算 子 , 因而 到, (4 二 1,2,…) 都 是 闭 线性 
子 空间 ， 义 显然 
ECHC CB, CC, 
如 困 品 尖 起 }， 则 必 有 zi 关 0 xz1EB1， 根 据 (4f 一 了) 蔷 = 苇 ， 必 有 有 
za 于 ,使 得 zi: 一 (4 一 了 xs 依次 奖 推 ,有 
和 (CT 人 2 
ji 有 (1 2) 因为 (17 一 四 ”1 一 2 所 以 各， 并 县 
xn 忆 世 , -1 根据 引 理 6. 8. 3, 在 莒 , 中 有 ,使 得 
ga) (yo Bo) > ,3 9. 2.3) 
如 果 894{7， 《为 卓然 数 ), 从 
Es OR CAFT— TY BC OAT TY ECE 
得 到 
ye Dy, QD gps, 
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因此 ,从 (9, 2. 3) 允 得 到 


jy 一 Ze 一 14| | (vs 一 人 二 的 + 
> 了 14， 


这 和 呈 是 全 连续 的 假设 相 矛 盾 ， 证 毕 ， 

定理 9.2.5 设 开 是 复 Banach 空间 , TE 和 (到), AEC, 4 天 0， 
则 六 (21 一?) 是 闭 线性 子 空间 . 

证 明 分 以 下 四 步 证 明 . 

(1) 假设 人} CC(27 一 7), 并 且 是 收 全 的 点 列 , 9, 是 天 的 
一 个 原 象 , 即 

(AT—T) gs =f, 一 2 3 (9. 2, 4) 

如 果 {9} 是 有 界 点 列 , 则 {94} 必 有 收 化 子 列 . 

事实 上 , 从 (9. 2. 4 得 到 9 = 地 (二 十 T9,)， 由 {9s} 的 有 界 


性 , 有 子 列 {gs,} ,使 得 {T9r,} 收 证 ; 从 而 {gni} 本 身 也 收 合 ， 
(2) 设 乓 统 (47 一 了 了), 我 们 证 明 在 tg1(47 一 人)9= 利 中 一 切 河 
量 9 的 范 数 的 下 确 界 mw 一 inf _91 是 可 达 的 ， 
事实 上 , 取 {9,), 使 得 
(47 一 卫 )9。 = lod—>m(n->00), 
则 {9 } 是 有 界 点 列 、 取 第 (4) 步 中 的 天王 1(# 二 1，2,…)， 由 (1)， 
{9 } 必 有 子 列 {91} 驳 钙 于， 再 由 {41 一 了) 的 连续 性 ， 立 即 得 到 
(41—T)f' = lim(A1 —T) 9s, =F. 


显然 |f 和 二 m, 即 了 ' 是 达到 下 确 界 的 , 并 且 适 合 (UT 一 T)f' 一 f。 当 
然 , 对 给 定 的 f， 相 应 的 产 不 必 是 唯一 的 ， 以 后 用 六 表示 达到 上 
述 下 确 界 的 某 个 向 量 . 
(3) 证 明 存在 与 任何 了 无 关 的 常数 必 , 使 得 Hf |< 和 MN. 
人 学 


本 


TH 


假如 不 对 , 就 有 一 列 {f4} 己 弦 (21-- 了 7) ,使 得 


Hf |, z=1, ys {9. 四 与 } 
F 起 
A T= —» 一 > 分, 2. 6 


i 网 fi z 
由 第 一 步 知道 wal oa 下 站 记 其 极限 为 
fos 从 而 
(CT 人) 了 一 有 (9. 2.7) 
“显然 1ol =1， 由 (9. 2. 6)、(9. 2. 7) 就 得 到 
(和 7 一 人 (及 一 | 有 8 =f,. 

又 因为 及 是 所 的 原 象 中 达到 下 确 界 的 向 量 , 所 以 

上 < 一下， 


fe fs 

机 nsae 

这 和 假设 | 和 年 一 所 相 矛盾， 所 以 , 必 存 在 MM, 合 得 
fA 


(4) 证 明 . 受 (47 一 2 是 闭 集 ， 
奶 果 人 ff 所 殖 (1 一 下 ,太一 玉 则 区 有 正 数 0, 使 得 1 六 委 性 
对 每 个 向 ， 取 相应 的 外， 由 第 (3) 步 ，] 7 委 班 18 委 形 CC， 册 
根据 第 (1) 步 ,可 从 {5) 中 找到 子 列 {fr,} 收效 于 茶 个 9, 因而 
(41 —T)g9= lim CAT—D Fs = limfa,=), 


时 SEC 一 下 是 闭 集 ， 证 毕 . 

定理 9.2.6 设 习 是 复 Banach 空间 , TE 宅 ( 玉 ), AEC, 40, 
而 且 4 不 是 全 的 特征 慎 , 则 4AEp(T*). 
= 芝 村 学 


因为 4 不 是 特征 值 ,所 以 47 一 人 是 单身 , 视 47 一 是 下 到 三 上 的 算 
子 , 由 逆 算 子 定理 , 存在 上 上 到 六 的 有 界线 性 算 子 ?71 它 是 A 一 7. 
的 闻 算 车， 

今 证 纸 (A 一 了 站) 一 了 设 人 开 *， 在 上 上 作 线 性 泛 东 闻 
如 下 : 

Hr = TDF), rEL. (9. 2. 8) 
( 节 的 线性 是 显然 的 }, 由 于 

per} llr zl, 
所 以 节 膛 是 连续 的 、 由 泛 冰 延 拓 定理 ， 将 音 延 振 到 世上 ， 仍 记 为 
扫 , 因而 从 
CAT— Tp) (9) = PA TD = Tr (A TY) 
= (y) 

将 即 得 到 (4 一 2 区 一 六 即 扩 (A7 一 7*) 一 王 *、 

然而 ,卫生 等 (7 对 了 用 定理 9 2 4 则 p(t 了 T*)， 证 毕 ， 

下 面 是 Riesz-Schauder 关于 全 连续 算 子 的 特征 值 和 特征 子 
空间 的 定理 . 

定理 9.2.7 设 玉 是 复 Banach 宝 间 , 史 E 容 5) ,都 末 

{1) 当 dimX = oo, OEr (CTY; 

(2) AETAT) 5 如果 4 党 0 党 有 检 o05(TD)) 

(3) Mrpt)， 如 果 4 天 0， 贴 相应 于 4 的 特征 子 室 到 中, (了) 
是 有 限 维 的 ; 

(4) 设 41， 和，…，AnE0p(T)， 大 有 是 Gj 记 j 一 1， 
2，…，2a)，zx+ 是 相应 于 4; 的 特征 向量 ， 则 x/，zs:，…, zs 必 线 性 
无 次 

(5) og(T) 只 能 以 0 作为 极限 点 ， 从 而 (2) 或 是 有 限 集 或 是 
可 数 集 . 

证 明 (1) 当 dim*= 十 co 时 ， 在 定理 9. 2. 4 中 已 经 证 明 必 
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有 :5 缉 () 天 天, 因而 0Ecr(y). 

(2) 因为 4 关 0，M4SzrtT)， 根 据 定 理 92.5 和 定理 9.2. 4 
C(t41 一 7T) 是 下 的 真 闭 线 手 子 空间 ， 从 而 YzoE 玉 一 统 A 一 7T)， 
pfazo 开 (4T 一 T)) 汪 0。 据 泛 隔 延 朱 定 理 的 推论 7,2.5， 必 有 非 零 
话 苹 fX*, 使 得 

FLOAT T=0, YrEX, 
从 而 
Mzr—T)*f= (Alr*—T*)f=0, 
因此 AEop(T*), 自然 A4Ep(CT*)。 据 定理 9. 2. 6, AEop(T)， 

(3) 设 2Eoy(T) ,A 和 0，。YzxEP,(T), 显 然 Tzy=Ax, 即 视 人 为 
中 ,TT) 空间 上 算 子 时 , 工 在 多,(T) 上 是 147， 如 果 更 :0 是 无 限 纵 
的 ， 由 定理 8. 8. 4 的 充分 性 证 明 畴 名, (T)》 的 单位 球面 仿 不 到 紧 ， 
所 以 48= 了 8 也 不 列 紧 ， 显 然 , 这 和 假设 PE 容 () 相 了 矛盾 ， 因 此 
外 :是 有 有限 纵 的 ， 


[4) 如 果 z1, zz，…s zs 线性 相关 , 不 站 设 x, 一 -mm 其 中 
GE 一 2 ,一 J)， 利 用 
(A TIAT- TT) A AT 
恒 得 到 
CA A) (Aa A) n= AT — TA Tan 


二 一 工 
= SAT) T=, 
i=1 


热 而 上 式 左 边关 6， 这 是 了 矛盾， 所 以 Ti as "sy Tn 线性 无 基 . 
(5) 设 友 沾 是 全 的 一 列 互 不 相同 的 特征 值 ， 而 且 4 王宫 去 0. 
不 妨 再 设 4, 隆 0(# 二 1,2,，…)。 因 此 存在 正常 数 工 , 使 得 
让 < 熙 一 i, 2 ,* 
+ 24 = 


仿 zx。 是 相应 十 44, 的 特征 向 量 ， 和 ,二 span{zy2 zi 由 (4)， 
六, 记 导 ,1， 和 而 日 半 , 关 于， 和 m 开 ,二 2， 由 3 引 理 8.3.3 虐 得 到 
+ 加， 请 足 

gM ys 1 PC 一 2 23 (9, 2.9) 


bY:= ZB pet, n= 2,3,.", t=], 2, "nN, 进 然 


= 
一 
Can —T) 一 SS B® (2 OA) re 15 
E=1 


Br } Bn THEEEMaL 出 叱 可 地 |， 过 nh 计 ， 


Hi 区 
2 Th T YnE nM, 
区 广 三 A nl1s 


1 


然而 了 于 一 卫生 一 如 一 z, 所 以 


7 如 7 如 | =18,— zl p(y Moa) > (9.2.10) 
中 ml 


但是 | 经 |< 二 根基 TE%(Z)， [7 如 ] 必 有 收敛 子 列 [2 加 于， 这 


和 (9.2.10) 相 冲突 ， 所 以 0 了) 如 有 柑 限 点 ,只 能 是 0 证 让 . 

人 连续 算 子 的 谐 还 有 一 些 重 占 的 结果 ,如 Riesz-Schauder 
理论 中 人 与 T* 关系 的 部 分 等 等 ， 限 于 和 篇幅， 我 们 这 支 里 就 不 再 介 
绍 了 . 


习 题 9.2 


1， 设 证 ,了 是 虐 范 挨 性 空间 ， 了 PE (ZX, 了 )， 知 果 半 和 了 中 有 一 个 是 有 

限 维 的 , 则 开 是 全 连续 的 . 
2， 访 下 为 Banach 空间 ， TE 多 LX)， 则 一 了 吴 苹 中 的 有 界 闭 集 为 让 
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3 设 王 沟 自 到 室 问 ，7 本 ， 全 拒 计 记 况 以 寞 汪 济 睦 谍 强 上 及 北上 
芭 ; 则 卫 是 全 连续 的 ， 
机 设 了 :79 由 下 式 定 叉 ; 
有 一 (a sy ny -小 _ 
则 了 是 全 连续 线性 算 和 于。 
5， 证 刚 推 论 9. 3. 3 


6， 设 避 . 芋 是 Banach 空间 ,TE 知 ( 玉 ,了 ，8E 名 (瑟瑟 如果 信 ( 人 TT) 亡 
(9 , 则 TE (X,Y). 


7- 设 Y aw 记 和 = 人 0,…10;1,0,…)， 人 是 如 上 的 线性 


js =I Tr 
条 子 ; 
tem Danes 二, 
证 明王 忠生 迹 续 算 丁 ， 


8， 在 于 中 取 ea 如 上 题 , 了 是 产 中 线性 算 子 ， 


1 
Te, = tls2, 四 


证 明了 是 全 人 连续 算 子 , 且 otT) 二 {0} ca 一 到. 

9， 设 革 是 元 限 维 Banach 空间 ,了 E 宇 (XX) ,如 虹 T 了 7! 在 在 ， 则 于 一 定 
是 无 界 算 子 . 

10， 设 于 ,了 ,名 是 Banach 空间 ,TE 六 CC, 耻 ,了 TE 赂 好; 轨 ， 知 果子 ， 
中 到 一 个 是 全 连续 的 ， 则 ToTLE 儿 (了 ,2)， 


8 9.3， 自 共 饭 算 子 的 谱 


9.3.1 自 共 印 算 子 的 谱 性 质 
根据 定 义 8. 3.2， 我 们 这 里 所 讨论 的 自 共 恩 算 子 都 是 定 关 在 
Hilbert 空间 上 的 有 闪 线性 算 子 , 因 些 它 的 谱 除 了 有 只 有 有 务 线 性 于 
子 的 谱 性 质 外 ,还 具有 -- 些 特殊 的 性 质 . 
定理 9.3.1 区 是 和 Hiibert 空间 ，TE 笔 (XX) 是 自 共 斩 算 
+ 248 。 


字 , 记 扣 ( 一 ， 刚 
(1) 人 的 所 有 特征 慎 邵 是 实效 ; 
《2) 下 的 不 同 的 特征 值 所 对 应 的 特征 向 量 互 相 正 奖 ; 
(3) hiEop (DY S06, = BDI, ,PD,. 
证 明 (1) 设 认 op( 了 DD),z 是 全 相应 于 计 的 特征 向 入 ， 印 有 
Tx mAr, A, Mi 
(Tr, 2) = (rx, x)} = A zr (9. 3. 1) 
由 定理 8.3,3，(7z,2) 是 实数 ， 因 此 从 人 .3.1) 式 推出 4 丰 
(2) 谤 机 轴 Eorp(T)，2 关 加, wi 与 Ys 是 全 分别 相应 村 41, 4 
的 特征 向 量 , 则 由 人 的 自 碎 玉 性 及 (1) 得 到 
A 一 《和 一 
因为 和 1 关 h 和 ,所 以 (2 72) 一 0, 即 zi 与 22 正 交 ， 
(C3) 设 #E6G,， xEB,， 则 93s'E 使 得 # 一 (TT 一 Zz'， 尺 
(TT 一 27)z 一 8， 亿 而 
(2 2 = (TADZE',F) = {tr, (T—ADD)2) 
一 (rr =0, 
车 gE 是 日 ,的 极限 点 ; 央 有 {8r} 己 8;, 使 得 lg 一 六 于 征 ， 
YrED,, 有 (gr 4 0 二 1, 2,…) ,从 而 
(8, 7) Tim (yn, 2) = 0 
{y, x) =0 (YEG YrED,). 
因 下 ,如 加; 从 而 人 1 名 
友之， YtE(GD)+， 则 (9, 2 二 00YyEGW)， 因为 Yx' 芒 ， 有 
DP 的 意 兴 请 见 # 09.1 第 1 上 &, 
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(下 一 4 站 全 他 所 以 
Cx’, CT ANDRA) = CT A , 7) =0, 

在 下 式 中 取 袜 三 (TT 一 4Dxw, 推 内 全 一 A)x 一 0， 即 xzEB,， 因此 又 
有 (他 1C 轴 :于 是 {+= 力 或 全 =Di， 从 而 卫 =G 中 听 ; 
证 重 ， 

定理 9.3.2 设立 是 复 Hilbert 空间 ， 人 TSE 和 绵 ( 了 ) 是 自 共 纯 算 
子 , 则 AEp {TT) 90>0, 使 得 

I aAD rcClr!l (VrEX). (9. 3. 2) 

证 明 “一 ”: 广 2EptT)， 央 了 一 4 有 定 关 在 全 空间 站 十 的 

有 办 道 算 子 (一 4 站 一念 人 = 人 一 47 |， 则 Yx 人 ,有 
lzl= (TAD TADzl 上 d(T—ADzl, 


大 而 1(7 一 A7)zl 衬 地 [zl 


“<=”， 由 条 件 (8. 3.2) 容 易 看 出 开 一 8 是 单 射 , 并 且 仅 当 z* 一 名 
时 全 一 47mz= 昌 ,因此 4 本 旦 特征 候 ， 根 据 闭 算 和 子 定 理 ， 上 只 须 延明 
一 A 是 满 射 ， 记 @= 到 人 一 4 ,我 们 先 证 明 @ 一 和 假如 人 
起 芒 的 真子 集 ， 则 必 有 xzE 瑟 ,但 EC、 由 于 本 是 互 的 闭 线 性 子 
空间 , 据 正 交 分 解 定理 ,2 有 下 列 唯 一 的 正 交 分 蟹 : 
t= rr CoE TE (G2 7, 
放量 关于 是 YY 下 ,有 
0= (Cr, CDT- DD = Cy, TH— A 
= (1 TH -Nps 级 
= (Tx, 及 一 (zi 级 


一 【( 生 一 下 2 的， 
上 | 咖 得 到 


(T—AT) z=0, 
央 此 入 是 到 的 特征 值 人 :是 了 相应 于 入 的 特征 商量 )， 据 定理 
。250 。 


0. 8.1, 是 实数 ， 二 起 2= 玉 也 是 的 特征 值 , 这 与 4 不 是 外 的 竺 
征 居 对 盾 ， 坦 吉 互 ,== 蔗 . 
最 后 证 明 =。 设 {g} C0; = 2,…)，limg=% 且 
的 定 疼 , 夺 在 {7Yw} 己 下 ,使 得 
ya — CPAD Zz R12, 
因此 
Pa 一 gn = TAD (tar) [Ce 一 3 
由 此 锥 出 {21 是 基本 列 , 从 六 的 完备 性 知道 , 4zEX 使 得 limzs 一 z 
因而 
(TAD z= lm (PA) z= img 一 所 
即 yEG;， 所 以 G 是 闭 集 ， 故 G6=6, 一 天 .证 毕 ， 
定理 9.3.3 设 X 是 得 Hilbert 空间 ，TE 霓 (了) 是 自 共 驾 算 
子 , 则 卫 的 谱 o (7) CR. 
证 明 设 4=a1ifEC(a, PERY, y=(T-ADz (YrzEX), 网 
(2, PD — y= A—N x, 2) = 2i8) zr!’, 
从 而 
218 1x, DI TT, 2) [2 | lyl, 
其 
Tr—ADzl lB lzl (VrEX). 
据 定理 9. 3. 2, 当 p 关 0 时 ,AEp (T)。 因 此 4Eo(D 时 , 必 有 B80， 
即 殖 的 谱 点 4 者 是 实 煞 、 证 纹 . 
定理 9. 3. 4 设 了 是 复 Hilbert 空间 ，7E 鹤 (X) 是 自 共 罗 算 
子 ， 朵 :- sop CT TY In —- nf (TY, 则 的 谱 o (TY 性 fm, 代 1 
并 县 x, WEo(T)， 因 此 ,每 一 个 复 Hilbert 空间 上 的 自 共 罗 算 子 
都 有 非 宇 的 说 . 


a 25s 


Eri A ade tm 


证 明 省 2> 理 ,wzE 呈 则 扯 
[CT—ADz, Ti EIT—ADzllzl 


友 
CT -AD x, 2) = (Tr, 1) — (Ax, *) 
HN lz 
=— -Ma 
推 则 


TT —AD2l ~ MNz]. 
因此 4€p(T)， 同 理 可 证 2 万 mn 了 时， 也 有 24Ep (CT) 因此 中 己 
Cm, Hj. 

现在 证 明 六 ，mEco(T)， 由 于 了 十 x74 半 0) 仍 是 自 挫 辊 算 

千 , 且 其 下 界 、 上 界 分 别 为 mm 二 ,二 即 oT 二 CLm 革 4， 
型 上 RE] 因此 不 类 一 般 答 ,可 假设 侍 宇 ww 宇 0. 这 时 ,由 定理 8. 3.6 
入， 型 = 人 221， 根据 型 的 定 艾 ， 对 二 任意 取 定 的 正 煞 列 {en}， 
tr>0 (8 一 co) ,存在 点 列 {z 筷 互 , 1z 二 1 使 得 

CT fa) > Hen, R= 1, 2 


但 
[EE 
于 是 有 
J Tz, — Mr, = (CT, Ma, Tes — Mx,) 
= Tr —2M (Tz, 7.) + Mz) 
M2M(M— ey)? 
~— 2NM ee,, 
从 而 


[Tx — Mr l= TMD, 0n—00), 
由 定理 和 3.2 可 以 推 知 小 Er CT). 类 似 地 可 证 we (7)， 证 只 
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9.3.2 例 
例 1 仔 何 Hilbert 空间 关上 的 荣 位 算 子 了 是 自 共 计算 子 ， 
它 的 谱 仅 含 一 个 特 往 秆 1， 相 应 的 特征 子 空 间 全 ,= 有 芋 ， 进 然 ， 洒 
A¥1 时 , AEp CD, 关 B= 0G-AD) 7 二 (1 一 和 -1L 
例 2 在 09,1 中 作 策 邓 人 如下 ; 
TE tt), VrELLO, 1 了 
显然 了 E 胸 (10 41) 并且 


(Tx, y) -=| tx(t y(t) dt 


-| (I 
— {xr, Py) (Vr, yeELLO, 1]), 
因此 全 起 自 共 弦 算 子 ， 
现在 证 明 af) 二 oo (FP) = 二 [0,1j， 由 于 
OTE, 1) = [Wr RIE 


<| lOFw=al (Yer0,1)D, 
本 bam= inf 《了 2 了 SSUD (Pz, 三 形 所 1 
据 定理 9. 3.4, o (7T) CF0, 1]. 
再 证 [09,1]Co(T)，Y4ec[9,1j] 按 以 下 方式 取 一 闲 区 则 AC 
[0, 1]: 


[44+ ej 0 el 一 当 4EL0， 1 时 ， 
41,0<e 才 4， 当 4=1 时 . 
令 
1 
-| 人 
0, zeELd,1]—A. 
® TFs 


LP PE hi 中 ii Bee et ter pr 


显然 EDT0,17, 且 Nw,4 二 1， 拉 是 


TAD = ext) —Ar (Ct) a 


| 

= 二 | Cf A)? 
oa 
3 


因此 , 当 2->0 时 ,1(T-- 47)x,1->0。 程 据 定理 9. 8,2,4E0(T), 即 
[00,1]CotTy， 因 此 oD =[0,11. 
藤 夺 证明 往 个 4gt 了 PD) 都 不 芝 开 的 加 入 值 ， 山 王 
CT AD Nr) CVzELTO,11), 
坷 果 CP 一 4Dztty 二 4， 则 z(t)=0 ae 于 [0,1]， 即 zty 也 是 
C0,1 中 的 零 元 素 。 所 以 2 不 古人 的 特征 但， 到 ro = 名 . 因 
此 wT》=octTD)==[0,1j. 证 绎 ， 


习 题 9.3 
1， 拭 了 :1 > 各 定 六 为 
T; (gu 700) FF (hai Mass 7), 

其中 人 {4} 是 有 要 实数 列 , a 一 jnf 4s, 5 一 su0p2。 证 明 是 了 的 特征 值 。 在 什 
2 和. 条件 下 省 ef 人 二 [es 

2、 利 用 定理 9. 3.2 证 明 上 题 中 算 子 了 的 卉 集 是 工 的 特征 信保 的 闭 也 . 

3， 证 明定 骨 8 34 中国 Eer (了). 

4 设 症 是 复 Hilhert 空间 ,TE (于 } 天 自 频 统 算 子 , 则 


Dir em， sup Te | 
oD | int Ga sup 


§9.4 起 共 斩 全 连续 算 子 的 谱 分 解 


9.4.1 自 共 辆 全 连续 算 子 的 谱 分 解 
在 末节 中 恒 设 瑟 是 复 Hilbert 空间 ，2E 交 (是 生 基 困 全 过 
3 


续 线 性 算 子 ， 且 名 关 9. 仍 记 中 一 {| CAD， 
入 [一 4 站 ,其 中 AEC， 在 这 两 个 记号 下 , By 购 是 了 的 秋子 空 讨 ， 
Go 就 是 了 的 但 域 ED) ， 

四 和 9.2 和 SS9.3 的 结 浴 可 以 得 于 下 列 四 个 结论 : 

1” 有 有 有 排 枯 特征 值 , 的 所 有 特征 值 全 是 实数 ， 

2° 了 守 只 有 有 限 个 或 可 数 个 特征 值 4,.。 如 果 了 有 可 数 个 特征 
值 X42,…， 风 44 一 0(n 王 co0)}， 人 的 对 应 于 每 个 非 零 特征 值 的 竺 
征 子 空间 起 有 限 维 的 . 

3” 一, 当天 0 有 时 ,如 是 区 的 闭 子 空间 ,从 而 了 二 名 ;名 
G0,, X= DOG. 

4? 当 太 共和 时 ,更 工 古 ， 

定 冻 9 44 设 召 是 线性 苷 癌 工 到 工 的 线 作 算 子 ,三 是 工 的 一 
个 线 竹 子 空间 ,如 果 BEC 大 风 称 过 是 互 的 不 变 子 空间 . 
下 941 VEC, 中 与 G 部 是 由 的 不 变 子 空间 . 

证 明  YzE 古 ， (TT- A7)zx 二 由 于 

(PEAT CT2) = TO 2D 7-0, 

所 以 TzsD;, 邯 多 ,是 也 的 不 变 子 空间 . 

vzcG 3zEX, 使 得 y= 二 (T 一 27)z, 所 似 

Ty=T(T— AT)g= (T. A (Tx), 

由 于 Pxs 久 ,所 以 TyEG;, 即 G5; 是 也 的 不 变 子 空间 ， 汪 第 

引 理 9.4.2 设 {41, 4s, … 小 是 了 的 非 鹤 特征 信人 全体 ， 则 


门 i, 一 也" 
证 明 设 = 站 6,， 因 为 每 个 名 ,都 是 五 的 亲子 空间 ， 所 


以 交 是 下 的 闲 子 空间 , 从 而 百 也 是 一 个 Hilbert 空间 ,下 许字 
引 到 9.4.1 知 如 是 人 的 不 变 子 空间 ， 所 以 把 于 春 成 鲜 六 上 的 算 
» IT 


子 时 , 它 也 是 自 蕉 辑 全 连续 线性 算 子 ， 如 果 了 在 下 上 不 是 堆 算 对 ， 
则 它 害 非 索 特征 盘 访 二 是 必 有 虽然 数 加 启 得 4=X4,， 这 涪 一 
来 ， 避 站 9。 关 { 旨 , 但 CG ， 所 以 四， 站 G4 关 : 引 ， 此 与 
人 "(9 ): 巴 盾 . 因此 下 作为 召开 的 算 子 是 零 算 子 , 即 YzE 辟 
和 z 一 和 从 而 FCBo，。 再 证 盏 ,人 如 。YxE 瑟 由 本 贡 第 一 段 的 结论 
4?，2 | 古 ， (n= 二 1,2,:…)， 再 由 结论 3"，xEG (aa 一 12 0 从 
而 BoCO (2e 一 1 2 0)， 即 GoC [0=E. 因此 Du=8= 


门 8, 证 毕 , 


联 在 设 {41 ?2 …} 是 也 的 全 体 非 零 特征 值 ， 由 本 节 第 一 段 的 
结论 2 ?， 每 个 ,都 是 有 限 维 的 ， 设 多, 的 维 数 为 上 ， 在 每 个 
号 ,中 取 一 组 标准 正 交 要 1z 和 Dr 吕 yz 全 (i 二 1,2,…)， 由 本 
节 第 一 段 结论 4°, {z 记 |1 志 7 和 E05 二 42…} 是 下 中 的 一 个 标 礁 - 
正 灾 系 ， 把 它 的 元 排 成 ~… 列 记 为 e1, es …* et 并 用 Ks 表示 ex 
所 对 应 的 特征 值 《以 下 ews Li 的 意义 回 如 此 ). 记 条 =spant{es}. 
因为 ei | Bo 全 二 了 2,…) ,所 以 异 ]Bo, 从 而 守 CCOo. 

定理 9.43 到 = 开外 Bo 从 而 对 一 全 


证 归 YzEX, 记 二 > (x erjerS 民 ,zz 二?--y， 因为 
[9 


(2, 2£) = (XE) — {HW, Er) = 0 《下 一 1，2， 0 
HE 2 | DP, (i “1, 2, “…). 由 本 节 第 一 段 结论 3°, ze Ci 1, 
2 从 | 有 党 站 Gi = 因此 至 王 型 中 更 0 手书 向 玉 一 GoDo; 
i 


形 Ceo 所 以 于 = 二 8980o， 证 上 毕 

推论 9.4.4 te 是 蔷 中 缉 鲁 标准 正 次 委 售 0E ob( 了 了) 

证 明 ” {es} 是 互 中 完备 标准 正 变 系 先 天王 下 全 中 0 一 二 0 
cnf2， 王 于 


I 


推论 9.4.5 YyEG,, 4zEX 司 得 y= 二 Ts 对 级 数 3 02 


收敛 . 
证 明 “一 : 由 题 设 ， 


De ex) » = en) 
。 《Y， Tes) 
-之 Hs Wh 
= > x, es) Gp 
业 


因 革 是 Hilbert 空间 ， 所 以 级 数 之 JC ezjes 收 化 于 站 型 上 的 


车 


‘7 设立， See ,一 +E 入 ， 山 碾 的 连续 性 和 线性 ， 


中 


Tr= Se pes SI(y, or) or=y. 证 毕 ， 
而 Hk 严 
推论 3.4.6 YYzrEs，。 
Tr= S(Tr, en)er= S(t, Tei)es = JHC Cr) en 
[9 点 声 


证 明 Yaxe 区 ,由 定理 9.4. 3,29zE 时 ,由 定理 8.1. 13， 


了 了 一 >, CTE, Br)er”- > (a, Ter)er = > ty, es) ee. 证 毕 . 
由 推论 日 4.6 以 其 ,es 与 4., xz 和 的 关系 可 以 得 到 
Zr 一 之 4 (> tr, co {YT ). {9. 4.1) 


用 P， 骨 示 芒 到 下 相应 于 A 的 特征 子 空间 多,, 上 的 投影 算 子 , 则 
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上 
(zz 名)z 提 二 Pr (YoEX). [9. 4. 2) 


1 二 1 
于 是 (9,4, 了 1) 式 可 以 写成 
Tr—= DAP rt (VEX). (9. 4. 3) 


即 按 算 子 的 强 收 敛 有 


T= oP ， {9. 4. 4) 


(9. 4.4) 式 表 明 Hilbert 空间 上 的 自 共 旨 企 达 续 算 子 可 以 按 
谱 进 行 分 解 ， 通 向 称 表达 式 (9. 4. 4) 为 自 共 钝 全 连续 算 子 王 的 谱 
分 解 . 

定理 9.4.7 立 中 存在 一 个 由 二 前 特征 向 量 组 成 的 完备 标准 
正 交 系 . 

证 明 ”由 定理 9.4.3, 关 二 于 四 Do， 若 夸 o 二 49), 则 tes} 避 古 
到 的 完备 标准 正 迹 系 ， 若 人 Bo 关 40}， 此 时 0Egp(T)， 从 而 四 6 申 
的 径 个 韭 零 元 都 是 了 的 相应 于 特征 值 9 的 特征 向 量 . 出 推论 
8.1.19, Bo 作为 革 的 周子 空间 必 存 在 完备 标 淮 下 交 系 tes|at 卫 }， 
艾 弄 作为 互 的 闭 子 空间 存在 完备 标准 正 诡 系 {tec}， 并且 {ex} 上 
{etlgST}， 从 而 {ex} Uteslas7 就 是 由 工 的 特征 向 其 组 成 的 一 
个 于 的 完备 标 难 正 先 系 ， 证 毕 ， 

定理 9.4.8 设 4 夭 0, 4 关 Art 人 一 1 2 0)， 则 了 工 一 4 有 定义 
在 整个 六 上 的 有 界 赣 (7 一 4 六 :, 且 YzEX 有 


一 一 了 工 1 Hr 
CTA) iz COS—= 4 天 之 ,和 友人 人 《9. 4. 5) 


证 明 ”因为 全 连续 线性 算 子 的 非 零 谱 点 吉 下 特征 值 ， 牙 在 定 
理 条 件 下 4 是 守 的 正则 点 ， 所 以 (7T 一 4 存在 并 且 态 定 关 在 
眶 的 有 界 算 了 于。 下 证 (9.4. 台式 成 让 ， 

+ IN 


若 光 指出 , (9. 4. 5) 式 和 有 端的 级 束 收 化 ， 束 实 上 ， 当 了 有 无 限 
多 个 特征 值 时 ， 必 有 Hur>0 人 >co) 所 以 c=sap| 7 | 一 -oo 
由 此 可 名 


2 
pH Pe (Cx, er > cl|(z, er) | :ozl?. 
i 人 


由 定理 8.1. 16(Riesz-Fischer) 知人 9, 4. 5)》 式 者 端的 级 数 对 任何 
“EE 都 收 各 ， 设 


了 1 = 
Y 一 一 -和 一 本 Ti erjer( YrERY, (9.4,6) 


则 (ys 0D) = 一 训 (0 8) 一筹 轩 人 9 一 一 守 生 .由 独 论 0.4.6， 
-Er “re 


TY DHilYy en)es —— DF On) er (9.4.7) 
上 


比较 人 9.4. 6 与 19. 4.7) 了 时 得 ?=- 一 也 十 于 ; BIC, -Ty—Ay = 
(Ay, (一 47) -w=y， 证 毕 . 
定理 9.4.9 设 4 关 0 是 了 的 特征 值 ,并 设 4=4,,, 则 方程 
了 一 (9. 4. 8) 
有 和 解 的 充分 必要 素 体 是 | 全,，， 当 有 解 时 方程 (9.4.8) 的 一 般 
解 是 


IT， 1 He, 
A pT (9, Cr)es to, 
其 中 心 E®,,. 
让 用 留 为 习题 ， 


章 吕 有 评 


《st 为 核 的 积分 算 子 : 
Tuefs) -| Ks, tsia, YeeErfa,b]. (9.4.,9) 


于 你 为 具有 平方 可 积 对 称 核 的 积分 算 了 和子， 由 38.3 例 2 及 $9.2 
例 3, 了， LDa,5J 一 [La,58] 是 自 共 蜀 企 连 续 线 性 算 子 ， 寸 大 ,省 
下 列 事实 : 
(i) 了 有 有 限 个 或 可 数 个 特征 值 tt， 并 且 人 的 所 有 特征 值 
{4 全 足 实 数 ; 
(i) 匡 的 洁 度 于 符合 正夫 特征 陡 太 的 着 征 拖 空 间 是 有 限 
给 的 ; 
CG 芋 王 a, 如] 中 存在 一 个 由 于 的 特征 向 葬 组 成 的 完 盘 标 赣 正 
问 系 1e:(2Y)). 
现在 我 位 芳 察 具有 对 称 核 的 积分 方 各 
z(s) =y(s) +| Ks, t)a( Ede =y(s) -Ty(s), (9.,4.10) 
其 中 3(s) ELCa, 5]，K(s,#》 的 条 件 同 (9.4.9)， 求 洲 是 条 件 
《9.4.107 的 zfs)， 
定理 和 4.10 {1) 在 方程 (9. 4. 10) 中 ， 如 果 卫 的 特征 值 14a 
都 不 等 于 1, 则 (9. 4. 10) 有 有 唯一 解 
2f35) 一 De 


其 中 ef 是 相应 于 4 的 特征 宙 量 . 
(2》 在 方程 (9. 4. 10) 中 , 如 果 了 的 特征 值 14i+f 中 有 有些 等 于 了， 


+ ED" 


这 在 等 于 1 的 特征 伟 记 为 1 ( 昭 杀 只 有 有 有 限 个 )， 与 4 往 度 的 特 
征 向 量 为 ej 这 时 若 对 于 某 一 个 ep Cy, 用 天 0 则 方程 (9. 4. 10) 
有 解 ， 而 且 解 可 以 精确 到 加 上 由 这 些 ej 张 成 的 子 空间 中 的 一 个 
向 量 . 
证 明 (1) 将 方程 Xz 一 # 十 Tz 两 边 与 es 作 内 积 ,得 到 
《2 er) 二 【及 er (TPE, 80) = (YF Cr) -| (rs Ter) 
= (¥, ex) A(T, 8): 
由 2 关公 到 


_(¥,Bp) jy . 
Cr, er) 了 Ck 1,2, ). 
沧 疆 级 数 


SC en) 


的 下 化 手 ， 由 于 :et 起 二 as0 的 完备 标准 于 次 系 ，3E 开 [op 
只 而 


bp3 | Cy, er) |= yl*<+ oo. 


又 因为 1A} 没有 莫 震 极限 点 , 履 inf 1 一 入 |>0% 因而 3c>>0, 使 得 


据 Riesz-Fischer 定理 , 必 人 了 瞧 一 的 xzEETeB 使得 
加 — (y, ep) 
XC$) = 入 A Bree 


现存 验证 x (8) 是 方程 (9.4.10) 的 解 ， 由 于 
"2057" 


Tr Sep on) 。 
re 


> (y, es)es-- 过 人 Se 


二 -~ 六 二 -六 
A 
二 


因此 ,sfz) = Ye 是 方程 (9. 4 10) 的 唯一 解 
(2) 若 对 基 个 ep (#, ey) 关 0, 则 方程 (9. 4.10) 不 可 能 有 有 解 .如 
大 不 然 , 设 方程 (4 4.10) 有 解 x(s), 出 
《全 ej) =r Cg, ej -2; (xz, 8;) 一 {9 e;) 十 《3， &j), 


导 Hi(Y 8) 二 0, 这 利 (y, By) 了 0 了 后 . 
敬 测 一 切 ej 车 有 (8,e)) 一 0， 令 -zx' 十 x" 其 中 


ee 4) 
= 人 ojej (2; 二 1,&; 尽 任意 常数 )，, 
由 于 六 利 诸 8; 正 冯 ,和 01) 一样 可 证 


了 2 一 一 十 区 
对 x" ,我 们 有 
Tx = Sede,= Des 一 了。 
所 以 
了 二 一 二 一 二 
时 


=, 
这 交 明 zx 一 2 二 是 方 各 (9. 10) 的 译 ， 出 于 x 在 tejy14,= i} 号 
202 


成 隐 卫 空间 忠 可 以 企 意 取 , 而 +' 是 唯一 确定 的 ， 故 解 之 在 稍 确 到 
一 个 破 吉 辣 最 的 意 交 下 是 队 一 确定 舶 . 


习 9.4 
1， 没 {8,} 基 HilBert 空间 正中 的 标准 正 交 系 , 7.>0fw 王 009), 且 每 个 4。 
是 实数 , 令 
Tz= SA, En) en (YrEX), 


n=1] 
刚 卫 是 自 共 罗 全 注 统 算 仓 ， 

2， 设 全 为 下 [a,8] 上 的 训 共 轧 全 连续 算 子 ,而 且 有 了 Fa, 驴 申 的 完 当 标 
惟 正 次 系 {es)，, 个 得 


HTel < +0. 
丸 二 1 


证 明 上 避 存在 5 9 上 可 渊 的 平方 可 积 冰 数 下 {5, 适合 
Kis,t) R(t,s,) , 
有 YEL[a, Db], 
mr rs) 一 1 {s, tt)dt. 


3， 投 下 (gy 相 一 这 P15) gf 和 Eiasb34,], 共 中 从 ,} 为 线性 无 美的 博 


j=1 
数组 ,下 是 以 着 1s; 为 楼 的 积分 算 子 ; 
是 
Te 人 B) | Kls, z(t)at, Yre rh: [a, 5] 


十 明 于 的 磊 堆 综 征 秆 坟 相应 的 特征 向 量 有 丧 : 旋 


中 
ef) 一 人 1ojpiftoj 是 常数 


1=1 
潜 记 
“由 
Co PC 
则 cj 可 由 下 式 洪 宝 : 
A ;= 人 > aies 了 一 二， 2 ,Nn. 
i 二 1 


十 从 


4 在 第 3 是 直 车 六 (22 全 (202 0 全 天 办 ， 拭 求 荆 的 特征 值 
和 符 征 向 量 . 

5， 在 第 3 题 吊 ; 若 天 (s,2) 二 eos (8 十 科 05 ,+3 忆 x， 试 求 荆 的 茜 征 慎 
利 棕 征 僻 量 ， 


56， 解 广大 3190 一 2 [eos (CetIrttIat il reEL:[0, 7]). 


7。 解 方程 (8) 3| stz(t)dt+3s—2 (xtL2[0, 21), 


+ 25 了， 


志和 
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含意 

妈 与 乡 之 间 的 上 距 高 

以 Pp 为 耻 记 的 度量 空间 
自然 数 全 体 

*% 维 欧 几 里 得 空 间 

连 线 函数 钮 疝 

数列 空间 

玫 昔 处 处 有 限 可 副 国 数 至 间 
复 ( 或 实 ) 数 城 

实数 域 

4 张 感 的 了 空间 

后 辣 芝 的 维 数 

五 的 西 包 

下 的 范 数 

以 让 为 范 数 前 赋 下 线性 空间 
有 具 让 阶 巡 续 导数 的 函数 空间 
有 界 数 列 空 间 

有 界 变 状 国 数 空 记 

在 人 ,要 中 证 连 续 旦 在 a 点 取 慎 
为 零 的 有 界 变 差 请 数 空间 

Pp 告 可 积 丽 数 空间 

本 性 布 界 可 调 国 允 空 问 

了 先 收 襄 数 麟 空间 

以 z 为 中 心 记 7? 为 半径 的 开 妹 
以 wo 当中 心 久 ?7 为 平和 从 的 闵 球 
以 x 为 中 心 以 了 汶 半 和 梓 的 球面 
和合 4 的 内 域 
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3 
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Orn) 点 zo 的 分 域 6.3.1 
A 集 4 的 导 集 6.3.1 
人 集 4 的 边界 6.3.1 
A 集 4 的 闭 包 6. 3.1 
QCA) 集 刀 的 直径 5. 3. 1 
Span 二 4 张 万 的 闭 子 空间 6.3. 1 
Bins#| 有 界 国 数 空间 6d.3.1 
收 就 数 到 空间 6.5. 县 字 
(7 算 子 了 的 定 艾 域 7. 1.1 
这 地 ) 算 子 了 的 值 域 7. 1.1 
多 (7) 下 到 了 的 线性 算 于 空间 7. 1.3 
兄 { 和 1 基 到 工 的 有 界线 性 算 子 空间 7, 1.4 
和 (于) 五 鼻 瑟 的 有 异 绎 性 算 生 空间 ?7.1.4 
总 赋 范 线性 空间 屯 的 共 罗 空间 7. 1.4 
Cn 收效 于 零 的 数列 空间 ?7. 3. 是 
赋 范 空间 互 的 二 庆 起 氏 空 间 7. 5. 
A 算 子 的 北 罗 算 子 7.5.2 
cotAi 集 半 的 凸 闭 世 7.6.2 
Cx, 允 刀 的 内 各 8.1.1 
{ 玉 ; 0 为 内 积 的 内 积 空间 8.1.1 
wl] 四 与 站 正 变 8. 1.2 
zf[ 形 尚 量 z 与 集 开 正 交 8. 1.2 
HIN 些 开 与 集 轩 正 交 8.1.92 
Ff! 集 坚 的 正 交 补 ( 集 ) 8.1.2 
Ci 复数 成 9.1.1 
PT 算 于 于 的 寂 则 倚 9.1.1 
TT} . 千 于 人 的 圭 9.1.1 
RT) (BRA) ”和 算 于 人 的 你 解 算 子 9.1.1 
由, fT) (而 算 季 相应 于 畦 征 慎 4 的 特征 

于 室 间 9.1.1 


中 5.5. 是 指 36.5 习题 ,下 车， 
和 写作 


cs (1) 
oot) 
攻 ( 革 ,了 ) 
学 《有 
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算 子 下 的 特征 异 金 体 

算 子 工 的 连续 庶 

蕊 到 了 的 多 连续 算 子 空间 
区 济 卫 的 全 连续 算 于 空间 


9. 工 .上 
1.1 
9. 2.1 
.3.1 


点 TIZCa- 上 Seo 定型 
点 Set 定理 
| 
Banach 空 税 
Banach 不 动 点 定理 
Banach 道 算 注定 于 
Banach-Steinhaus 共鸣 定理 
”Baire 网 定型 
Bessel 不 区 起 
筑 ( 王 , 卫 空 间 
Cauchy 不 等 式 
C[a,5] 空 间 
一 的 范 数 
一 的 可 血性 
一 的 完备 性 
~ 的 失 罚 空 人 
Co] 空间 
一 的 完备 性 
宕 (下 ,了 ) 空间 
* 空间 
一 的 完备 性 
~ 的 打 圈 空间 
c 空间 
~ 的 完备 性 
一 和 的 共 因 空间 
Fourtier 级 数 的 发 散 癌 题 
Fourict 级 数 ( 展 于 式 ) 
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疗 ross 定理 
人 ram-Schmidt 正 交 北方 汪 
HIder 不 每 式 
Hausdorff 定理 
Hahn-Banach 活 函 延 拓 定理 
Hilbert 空 阿 

收 的 自 共 本 性 
基 ilbert 共 上 算 子 

一 前 存在 唯一 竹 定理 

一 的 性 后 
Lax—Milgram 定理 
LP{ 人 sp 忆 十 oo 空间 

~ 的 完备 性 
2 有 中 的 内 积 
ze0 2z] 中 的 完备 标准 正 交 系 
Lr?[a, al1sa< 十 oo) 空间 的 可 分 性 
Frfe, 芭 (1s 安 p 所 十 c) 空 间 的 共 驾 空间 
2" (到 空间 
， 丫 的 完备 性 

和 ~ 的 不 可 分 福 
?过 8p 芝 十 90) 室内 

一 的 可 分 性 

一 的 完备 性 

一 的 共 蜀 空 他 
于 空间 中 的 内 积 
"空间 

一 的 完备 性 

一 的 不 可 分 性 
Minkowski 不 各 式 
Minkowski 泛 区 
Mazut 三 集 分 离 定理 
Mazur 定理 
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个 . 4.2 
,2.2 
6. 4.2 
6. 5.1 
7.3.3 
8:.1,.1 
6. 2.2 
6. 5. 其 
全 4.2 
全 .2.2 
?7.2.2 
7 了 .2.2 
7.6, 2 


如 级 肉 得 空间 和 下" 的 同 构 性 8-1. 5 
2 千 平 均 收 疼 6. 2.3 
Pettis 引 理 7.6.3 
Parseval 政子 8. 1.3 
Rr" 内 间 6B, 1.3 
六 的 范 数 6. 2.2 
一 的 可 分 性 6. 4.2 
一 的 完备 性 6. 5,1 
玉 的 共 思 容 司 7.3. 题 
~ 中 的 内 积 8. 1.1 
Riesz 中 [ 理 6. 8.2 
Riesz-Pischer 让 理 9.1.3 
及 icsz 表示 定理 8, 23.1 
Riesz-Schauder 定理 0. 2.2 
Schwarz 不 欧式 8. 1.1 
总 (2 富 6. 1.3 
一 的 完 作 性 6. 5, 其 
才 空间 6. 1.3 
一 的 和 客 备 性 6. 5- 症 
ww La, 六 宇 癌 全 2.2 
全 的 党 备 性 6, 5. 题 
| 6. 了 ,3 
KonmoropoB 定理 6. 7.2 
人 TekTo3 二 数 .2 
<- 例 6. 7.1 
一 一 
一 - 臻 离散 的 麻 服 空间 6. 1.1 
一 图 
二 次 其 桥 空 间 7.5.1 
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几乎 处 处 一 致 收 贫 


[UH 
马 


-人 放 不 党 式 
子 空 间 
子 集 张 戌 的 子 空间 或 线性 包 


于 球 

开 集 

开 峡 射 ( 开 算 子 ) 

开 肌 盘 定 理 

内 点 

内 域 

内 积 

内 积 空 间 

~ 的 范 数 

一 中 范 数 的 特征 
一 中 两 个 向 若 的 正 交 
~ 中 向 量 与 集合 的 正 交 
~~ 中 两 个 集合 的 正 交 
一 中 集 的 正 区 证 
忆 中 兹 标准 正 先 冯 成 为 完 洗 系 的 充 要 条 件 
不 十 虚 


五 


El 


上 是 全 

凸 组 会 
员 州 包 
， 372 。 


站 


下 


~ 


人 


半 范 数 

由 范 数 导出 的 距离 

本 性 有 界 可 测 前 数 

边界 点 

边界 

可 分 集 
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